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Представлен обзор современного состояния моделирования ро-
ста объемных монокристаллов полупроводников и диэлектриков из
расплава и газовой фазы в рамках моделей механики сплощной
среды. Рассмотрены механизмы теплообмена теплопроводностью,
конвекцией, излучением, показана необходимость корректного опи-
сания оптических свойств кристаллов (полупрозрачность, наличие
диффузно и зеркально отражающих поверхностей), обсуждены во-
просы характеризации качества монокристаллов, проблемы вери-
фикации моделей, особенности программного обеспечения, предна-
значенного для фундаментальных и прикладных исследований.
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1 Введение
Впервые синтетические рубины получил в 1877 Э. Фреми, автор
первой монографии о росте кристаллов (Synthesis of rubies, 1891)
[1]. Его ученик О. Вернейль в 1902 г. начал, используя водородно-
кислородную горелку, производство рубина и сапфира (сейчас так
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выращивают, например, кристаллов SrTiO3 [2]). Столетие спустя
производство кристаллов оценивалось в 20 000 тонн в год [3].
Кристаллы выращивают из расплава, раствора, паровой фазы,
изредка монокристаллы получают преобразованием твердой фазы
[4, 5] - переплавлением поликристалла путем поглощения одним
зерном соседних или ростом нового зародыша за счет поликристал-
лической матрицы [1]. Рост из расплава обеспечивает наибольшую
скорость — до десятков сантиметров в час [6]. Так получают полу-
проводники, оксиды, флуориды, теллуриды. Важнейшими являют-
ся кремний [7] и сапфир [1, 8]. Высокотемпературные сверхпровод-
ники выращивают из нестехиометрического расплава [5, 9].
Вытягивание из расплава (метод Чохральского1) — основной
промышленный способ получения монокристаллов кремния диа-
метром до 450 мм [6] (и еще больших — до 700 мм в диаметре —
сцинтилляционных кристаллов галидов [12])2. Более полувека на-
зад освоен рост бездислокационных монокристаллов кремния [16].
При выращивании полупроводниковых соединений A3B5 для предот-
вращения испарения летучего компонента из расплава вводится до-
полнительный жидкий слой (т. н.
”
инкапсулированный“ рост) [17].
Среди других методов следует упомянуть метод Бриджмена, раз-
1 Сам польский ученый Ян Чохральский рассматривал эту технику не как
метод выращивания, но как “новый способ измерения скорости кристаллиза-
ции”; рост полупроводниковых кристаллов германия и, позднее, кремния вы-
тягиванием из расплава был разработан Г. К. Тилом и Дж. Б. Литтлом в 1950
г. [10, 11]. В 2012 г. Сейм Польши провозгласил 2013 Годом Чохральского.
2Более 95% высококачественных (semicondictor grade) монокристаллов
кремния [13] и около 45% кристаллов более низкого качества для солнечных
батарей (solar grade) [14] производятся методом Чохральского. Заметим, что
кристаллы кремния, полученные методом зонной плавки, в котором высокая
чистота кристалла достигается отсутствием контакта расплава с тиглем, обес-
печивают большее время жизни неосновных носителей заряда и тем самым
более высокую эффективность солнечных элементов [15].
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работанный в 1924-1936 гг. американцем П. В. Бриджменом, нем-
цем Д. Стокбаргером и русскими учеными И. В. Обреимовым, Г. Г.
Тамманом и А. В. Шубниковым, метод Киропулоса [18] и его мо-
дификацию, предложенную М. И. Мусатовым в ГОИ, метод вытя-
гивания профилированных кристаллов А. В. Степанова. Условием
роста из расплава является отсутствие разложения и твердофазных
переходов (как, например, α-β трансформация в кварце SiO2).
Из расплава нельзя вырастить кристаллы широкозонных полу-
проводников, таких, как карбид кремния SiC и нитриды III группы
(AlN, GaN, InN и их твердые растворы). Уникальные свойства нит-
ридов III группы [19, 20] делают их лучшим материалом для опто-
электронных приборов в видимом и УФ диапазонах [21], включая
источники освещения [22, 23, 24], а также мощных и СВЧ прибо-
ров, работающих при высоких температурах и в агрессивной среде
[25, 26]. Чтобы использовать потенциал этих материалов, требуют-
ся нативные подложки высокого качества3: гомоэпитаксия обеспе-
чивает меньшую, чем гетероэпитаксия, плотность дефектов [29].
Кристаллы AlN, обладая наибольшей среди известных пьезо-
электриков поверхностной и объемной акустической скоростью, ма-
лым температурным коэффициентом задержки и высоким пьезо-
электрическим коэффициентом [30], идеальны также для приборов,
3Требования к подложке следующие [27]: согласованность по постоянной
решетки в двух направлениях (рассогласование в вертикальном направлении
ведет к генерации дефектов путем смещения эпитаксиальных слоев (ЭС), вклю-
чая обрашение границ доменов и дефекты упаковки [20]); согласование по
коэффициенту линейного теплового расширения; химическая совместимость;
большой размер ("размер, приемлемый для промышленности"[28] — не менее
2′′); доступная цена. Иногда желательны дополнительные свойства, например,
спайность для лазерных диодов или высокое электрическое сопротивление для
полевых транзисторов. Подложка определяет кристаллографическую ориента-
цию, полярность, политип и морфологию выращиваемых ЭС; различия в хи-
мическом составе подложки и ЭС могут привести к загрязнению последнего.
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использующих поверхностно-акустические волны (ПАВ)4.
Из-за недостатка нативных подложек (GaN, AlN) используются
чужеродные (GaAs, AlAs, GaP, ZnO, MgO, LiGaO2, SiO2, ZrO2, Mo
и т. п. [19, 34]), что снижает качество ЭС (рост плотности проника-
ющих дислокаций (ППД), появление дефектов упаковки, трещины
[35]). Лучшие - подложки из сапфира5 и карбида кремния.
Хотя первые кристаллы AlN синтезированы 150 лет назад Ф.
Бриглером и А. Гюнтером (см. [41]), а игольчатые кристаллы GaN
Р. Джуза и Х. Ханном в 1938 г. [19], рост кристаллов AlN, GaN и
AlGaN остается трудным [42]; монокристаллы InN не получены до
4Интересны даже поликристаллические пленки AlN (свойства упругих волн
в поликристаллах, однако, зависят от размера и ориентации зерен), поскольку
соответствующие ПАВ приборы могут работать на частотах выше 1 ГГц [31]
при температурах до 1150◦C [32], в отличие от традиционных пьезоэлектри-
ков (в кварце αSiO2 происходит фазовый переход при 573
◦C, а ниобат лития
LiNbO3 разлагается при 300
◦C). AlN рассматривается также как материал для
интеграции полупроводниковых и ПАВ приборов [33].
5 Сапфир Al2O3 привлекателен с кристаллографической точки зрения: эле-
ментарная ячейка GaN, выращенная на с-плоскости (0001), повернута на 30◦
вокруг оси c по отношению к ячейке сапфира, а ось (11¯0¯0) GaN параллельна оси
(12¯1¯0) сапфира [19]. Однако ЭС, выращенные на сапфире, уступают по качеству
выращенным на карбиде кремния (6H-SiC, 4H-SiC) в силу значительно больше-
го рассогласования постоянных решетки и коэффициентов линейного теплово-
го расширения. Изолируюшая природа сапфира исключает вертикальную ар-
хитектуру чипа: биполярные приборы на подложках Al2O3 должны иметь анод
и катод в одной плоскости и потому чувствительны к эффекту концентрации
тока (current crowding) в окрестности электродов. Это явление ограничивает
эффективность светодиодов (СД), биполярных транзисторов и диодов Шоттки
[36]. Концентрация тока приводит к перегреву, формированию горячих пятен и
выходу прибора из строя [37, 38]. Другим недостатком сапфира как подложки
для нитридных СД является меньший, чем у нитридов, коэффициент прелом-
ления, ведущий к волноводному эффекту и снижению эффективности вывода
света [39]. Тем не менее, около 80% нитридных СД производится на сапфиро-
вых подложках диаметром 2” в силу их низкой стоимости и доступности [40].
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сих пор — термическая неустойчивость нитридов III группы воз-
растает с номером в периодической системе Д. И. Менделеева [43].
Монокристаллы нитридов III группы нельзя вырастить из рас-
плава при атмосферном давлении из-за разложения при 1150 K [44]
вследствие сильной энергии связи молекулы азота и низкой сво-
бодной энергии кристалла [45]: GaN разлагается на металлический
галлий и газообразный азот [46]. Конгруэнтное плавление нитрида
галлия недавно осуществлено при давлении 6 ГПа [47].
Нитриды III группы выращивают из раствора или из газовой
фазы. Растворимость азота в галлии низка [48] (в пересыщенном
растворе образуются пузырьки N2 [45]), но может быть увеличи-
на растворением радикалов азота — аммиак предпочтительней как
окружающий газ [49]. Кристаллы GaN, выращенные при сверхвы-
соком давлении (High Nitrogen Pressure Solution Growth) [50, 51],
имеют рекордно низкую ППД — 102cm−2. Получены игольчатые и
объемные кристаллы размером 1 см и 1мм соответственно [52]. Вы-
ращены также кристаллы (Al,Ga)N с содержанием алюминия 0.22
- 0.91, размер самого крупного составлял 0.8 х 0.8 х 0.8 мм [53].
От экстремальных параметров этого метода удается уйти в ам-
монотермальном росте [54, 55] и методе щелочных металлов [56, 57].
Первый принадлежит широкому классу сольвотермальных методов
и подобен росту аметистов в природе [58] и гидротермальному мето-
ду выращивания кварца [59]. Низкая скорость роста компенсирует-
ся одновременным ростом множества кристаллов (более 100 в слу-
чае ZnO и более 2000 в случае кварца). Сотни различных кристал-
лов выращиваются сольвотермальным методом, но единственный
пример промышленного роста широкозонных полупроводников —
рост оксида цинка [60] при давлении кислорода 50 атм [61].
В этом методе полярный растворитель (например, аммиак в
аммонотермальном) образует метастабильные промежуточные про-
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дукты с растворенным веществом (нутриентом). Растворимость нут-
риента повышают минерализаторы. Так, GaN не удается вырастить
в растворе галлия — необходимо добавить литий как переносчик ли-
бо кислотный или основной минерализатор [62] - NH4X (где X= Cl,
Br, I) [54, 55] или GaI3 (вместе с CuI или LiI) [54].
В методе щелочных металлов молекула азота, абсорбированная
на поверхности раствора Ga-Na, получает электроны от натрия,
что ослабляет связи в молекуле и вызывает диссоциацию N2 на два
радикала при более низких температуре и давлении [56]. Замена
натрия на литий позволяет снизить давление до 1-2 атм [57].
Скорость роста нитрида галлия из раствора не превышает 2µ/час
[63]). Не следует ожидать развитие этой технологии до промышлен-
ного уровня в обозримом будущем.
Сублимационный6 рост (также - конденсация из паровой фазы,
модифицированный метод Леви), разработанный Ю. М. Таировым
и В. Ф. Цветковым [66], используется для получения кристаллов
SiC и AlN [41, 67, 68, 69], ZnO [70], волокон AlN [71], других нит-
ридов, например, нитрида титана [72]. Сублимационный рост кри-
сталлов GaN менее успешен [73] — равновесное давление азота над
поверхностью GaN на шесть порядков выше, чем над AlN [74].
Требования к монокристаллам ужесточаются: так, кристаллы
сапфира диаметром 14 см рутинно выращиваются методом темпе-
ратурного градиента (TGT) [75]. Нужны, однако, оптически одно-
родные кристаллы сапфира диаметром 35 см (для лазерного интер-
6Сублимация — образование паровой фазы из твердой. Сублимационный
рост (неявно предполагается, что обе фазы — одно и то же вещество) обес-
печивается бездиффузионным переносом пара: сублимация источника и кон-
денсация на затравке происходят конгруэнтно — нет изменений состава, нет
посторонних компонентов - перенос обеспечивается т.н. ветром Стефана (дрей-
фовый перенос [64]) и скорость роста максимальна [65]. Строго говоря, AlN и
SiC не сублимируют, а разлагаются.
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ферометра в обсерватории гравитационных волн [76, 77]).
Проектирование т. н.“горячей зоны“(нагревательных и тепло-
изолирующих элементов [15]) трудно. Простое масштабирование
[10, 78] не годится из-за нелинейности процессов переноса: так, чис-
ло Рейнольдса Re линейно зависит от характерного размера, чис-
ло Грасгофа Gr — как третья степень, а число Марангони Mn не
зависит; конвекция расплава становится неустойчивой при росте
размера кристалла [79]. Моделирование может помочь, если пред-
сказания достоверны.
Модели используют и для управления процессом роста в реаль-
ном времени [80] — т.н. предсказательные системы контроля [81]
или основанные на моделях системы обратной связи [82]. В мето-
де Чохральского, например, необходимо выдерживать постоянным
диаметр кристалла — для коррекции можно использовать измере-
ния высоты кристалла, формы мениска и т. п. [83].
В статье дан обзор макроскопического численного моделирова-
ния тепломассообмена при выращивании монокристаллов. Эффек-
ты кристаллизации на микро- и наномасштабах [84, 85, 86, 87] не
рассматриваются, так же как и моделирование роста дендритов и
эволюции квазиравновесной двухфазной зоны [88, 89, 90].
2 Математические модели
Основным процессом при росте кристаллов является теплообмен,
кристаллизация чистого вещества определяется только полем тем-
пературы. Есть исключения: эпитаксия в реакторах с горячей стен-
кой [91], рост из раствора [92], включая кристаллизацию белков7,
7 Кристаллы нужны для исследования структуры методами рентгеновской
кристаллографии, рассеяния нейтронов, электронной микроскопии. Банк дан-
ных в 2014 г. содержал 105 3D структур белков и нуклеиновых кислот. К сожа-
лению, нет доказательств идентичности структуры белка в кристалле и в
”
рабо-
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жидкофазная эпитаксия InGaAsP на движущуюся подложку [96].
Большинство неорганических кристаллов выращивают при вы-
соких температурах — радиационный теплообмен является основ-
ным. Теплопроводность и конвекция определяют локальное распре-
деление температуры и тем самым скорость роста и морфологиче-
скую устойчивость. Рост кристаллов затрагивает широкий спектр
масштабов: от нанометров через мезомасштабные структуры (де-
фекты, вторичные включения и т. п.) к макроскопическим моно-
кристаллам. Представление о диапазоне размеров установок дает
сравнение двух родственных процессов — аммонотермального роста
GaN в реакционной трубке и роста кварца в автоклаве с производи-
тельностью до 3 тонн (Табл. 1). Значительно варьируются и свой-
ства жидкости. Число Прандтля меняется от 0.01 для расплавов Si
и Si-Ge [97] до десятков для расплавов оксидов, что определяет ка-
чественные отличия в конвекции [98], в частности, неустойчивости
течения в методе Чохральского приводят к спиралевидным формам
монокристаллов некоторых оксидов (DyScO3, SmScO3).
Моделирование роста кристаллов требует решения сопряжен-
ной задачи [15, 99, 100, 101]. Так, модель сублимационного роста
SiC включает резистивный или СВЧ нагрев, теплообмен теплопро-
водностью, конвекцией, излучением, сопряженный массообмен в га-
зовом зазоре и в пористом источнике, гомогенные химические ре-
акции и гетерогенные реакции на стенках установки и поверхности
гранул источника, формирование упругой деформации и дислока-
ций в растущем кристалле, образование поликристаллических де-
позитов на стенках ростовой ячейки, эволюцию формы монокри-
сталла и депозитов с учетом огранки кристалла, образование гра-
чей конформации“ — в растворе. Значение воды ("21-й аминокислоты"[93]) для
функционирования белка нельзя переоценить [94]. Иногда нормальное функци-
онирование белковой молекулы требует покрытия ее поверхности бесконечным
(в терминах теории протекания) кластером воды [95].
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фитовых или кремниевых включений в кристалл, эволюцию соста-
ва и пористости источника [102, 103, 104].
О роли различных механизмов судят по безразмерным крите-
риям подобия (Табл. 2). Делать это следует с осторожностью: на-
пример, часто преобладание естественной или вынужденной кон-
векции оценивается по числу Ричардсона Ri = Gr/Re2 [105]; однако
смешанное течение может быть неединственным, а реализация кон-
кретной структуры определяться историей процесса [106].
Ключевым является расчет течения жидкости, определяемого
теплообменом в установке (furnace-scale, process-level [80]). Посколь-
ку характерное время изменения формы кристалла (около минуты
в методе Чохральского) велико в сравнении с гидродинамическим,
часто используют квазистационарный подход — решается ряд ста-
ционарных задач, соответствующих разным стадиям роста. Неста-
ционарное моделирование необходимо при изучении эволюции при-
месей (C, O) и точечных дефектов (межузлия, вакансии) в кремнии
[107, 108, 109], а также эволюции дислокаций, когда требуется теп-
ловая история процесса (включая охлаждение) [110, 111].
Цель численного моделирования — объяснение и предсказание.
Оно не заменяет, но дополняет эксперимент, предоставляя инфор-
мацию, которая экспериментально может быть получена только
косвенно. С другой стороны, модели опираются на опытные дан-
ные (материальные свойства и т. п.) и требуют верификации. В
англоязычной литературе используются, часто как синонимы, тер-
мины modelling и simulation, хотя первый рекомендуется относить
к разработке модели, а второй — к ее использованию [112, 113].
Модель связывает спецификацию процесса с результатом (Табл.
3) — это прямая задача. На практике полезнее иная формулировка:
как следует изменить конструкцию или параметры процесса, чтобы
повысить качество кристалла или снизить стоимость [114]. Интуи-
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тивный метод проб и ошибок [115] и еще более простой
”
слепой
поиск“ [116] требуют значительных средств и времени. Можно по-
ставить обратную задачу, указав, какие параметры могут меняться
и каков критерий успеха (inverse modeling [117], inverse engineering
[113]). Обратные задачи некорректно поставлены - необходима до-
полнительная информация для регуляризации задачи [118] (огра-
ничение класса решений, например, требование гладкости [119]).
Макроскопическое моделирование роста кристаллов основано
на моделях сплошной среды. В случае объемных кристаллов нель-
зя, в отличие от ЭС [120, 121], считать расчетную область фиксиро-
ванной: необходимо либо использовать подвижные расчетные сет-
ки, либо периодически проводить регенерацию. Последний подход
особенно привлекателен для квазистационарного моделирования.
Глобальная и локальная задачи Часто решение глобальной
задачи служит источником граничных условий для меньшей об-
ласти, в которой используются более сложные физические модели
(например, полупрозрачность кристалла) или модели более высо-
кой размерности (трехмерное течение в осесимметричной ростовой
установке [122, 123, 124, 125]). В последнем случае нельзя огра-
ничить 3D область расплавом (даже расширяя ее за счет части
кристалла [80]): осесимметричные граничные условия искусствен-
но ограничивают турбулентное течение. Например, при моделиро-
вании роста Si методом Чохральского 3D область должна вклю-
чать кварцевый и графитовый тигли, а в ряде случаев — и часть
газовой области [122, 126, 127] — распределение температуры на
границе расплав/тигель существенно нестационарно и далеко от
осесимметричного. Неоднородность теплового потока на этой гра-
нице - источник колебаний концентрации кислорода в растущем
кристалле. Т.о., проблема подразделяется на две
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Глобальный (furnace-scale) теплообмен Теплообмен во всей уста-
новке в области D2Dglobal
Процессы в горячей зоне Конвекция и тепломассообмен в рас-
плаве и ближайших элементах ростовой установки D3Dlocal
Самосогласованное решение достигается итерациями решений в об-
ластях D2Dglobal \ D3Dlocal и D3Dlocal, связанных тепловыми условиями на
границе ∂D. Однонаправленное сопряжение (например, задание тем-
пературы ампулы, содержащей расплав и кристал в реальном про-
цессе, из расчета для пустой ампулы [128]) обычно неприемлемо.
2.1 Теплообмен
2.1.1 Теплопроводность
Стационарное распределение температуры удовлетворяет уравне-
нию
∇ · (−λsolid∇T ) = Q, (1)
где Q — источник тепла, например, СВЧ нагрев. Коэффициент теп-
лопроводности λsolid анизотропен для кристаллов (степень анизо-
тропии невелика, а необходимость 3D рассмотрения определяется
ориентацией кристалла и геометрией установки) и блоков из пиро-
литического графита, имеющего слоистую структуру с упорядочен-
ным гексагональным расположением атомов углерода в плоскости;
отношение коэффициентов теплопроводности составляет от 100 до
400.
Элементы установки могут являться пористой средой. Пори-
стый источник используется при выращивании кристаллов GaN из
раствора Li-Ga-N [129], в аммонотермальном методе [130, 55], суб-
лимационном росте SiC и AlN [103, 131]. Гранулированные или во-
локнистые материалы служат теплоизоляцией. Эффективный ко-
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эффициент теплопроводности λeff , зависящий от давления и темпе-
ратуры, суммирует вклады излучения, теплопроводности твердой
матрицы и газовых пустот. Опытные данные скудны, поэтому необ-
ходима модель для экстраполяции λeff за пределы исследованных
интервалов давления и температуры [132].
2.1.2 Конвективный теплообмен
Течение расплава Разнообразие картин течения отражает мно-
гообразие движущих сил и различия в масштабах и свойствах [133].
Простейшее течение в методе Бриджмена [134] — это тепловая и/или
концентрационная конвекция, характеризуемые (βc — концентра-
ционный коэффициент расширения) тепловым Gr = βgL3∆T/ν2 и
концентрационным Grc = βcgL
3∆c/ν2 числами Грасгофа.
Течение в вертикальном методе Бриджмена с центрифугирова-
нием [135] определяется взаимодействием сил плавучести и Корио-
лиса. Во вращательном варианте [136] добавляется вынужденная
конвекция. Вынужденное течение в методе Чохральского вызыва-
ется вращением кристалла и тигля. Сдвиговое напряжение на сво-
бодной границе расплава из-за движения газа может превышать
напряжение, связанное с эффектом Марангони [137]). В инкапсули-
рованном методе Чохральского появление третьей жидкости несу-
щественно усложняет расчет течения (течение инкапсулянта лами-
нарное), но затрудняет моделирование массообмена — сопряжен-
ных физико-химических процессов в трех средах.
В отличие от упомянутых методов в методе зонной плавки фа-
зовая граница расплав-кристалл имеет сложную форму [138]: жид-
кий мостик образуется между двумя твердыми поверхностями, а
течение определяется градиентами температуры и концентрации.
Период колебаний в случае смешанного термоконцентрационного
эффекта Марангони меньше (и, значит, требуется более высокое
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разрешение при расчете), чем в случаях, когда течение вызывается
изменением только температуры (или концентрации) [139].
Течение расплава описывается следующими уравнениями
∂ρ
∂t
+∇ · (ρ~V ) = 0 (2)
∂(ρ~V )
∂t
+ (~V · ∇)ρ~V = −∇p +∇ · τˆ + (ρ− ρ0)~g +~j × ~B (3)
∂(ρCpT )
∂t
) +∇ · (ρCp~V T ) = ∇ · (λeff∇T )−∇ · ~qrad (4)
∂(ρφi)
∂t
+∇ · (ρ~V φi) = ∇ · (Dφi,eff∇ρφi)) (5)
где ρ — плотность, ~V — скорость, p — давление, τˆ — тензор напря-
жений, µeff = µmol + µt — эффективная динамическая вязкость,
Cp — удельная теплоемкость, T — температура, φi — доля i-й при-
меси, λeff = λmol + µt/Prt — эффективная теплопроводность, ~q
rad
— поток тепла излучением, Dφi,eff — эффективный коэффициент
диффузии, ~j - электрический ток, ~B — магнитная индукция.
Обычные условия прилипания для скорости, непрерывности тем-
пературы и теплового потока ставятся на границе расплав/тигель.
На свободной поверхности расплава нормальная скорость равна 0, а
тангенциальные скорости расплава и газа удовлетворяют условиям(
µeff
∂Vτ
∂n
)
1
=
(
µeff
∂Vτ
∂n
)
2
+
∂σ
∂T
∇τT (6)
(Vτ )1 = (Vτ )2 (7)
При росте соединений A3B5, A2B6 и таких полупроводников, как
кремний-германий8 [143, 144] необходимо предотвратить изменение
8Этот сплав позволяет подстраивать ширину запрещенной зоны и полно-
стью совместим с технологией кремниевых приборов [140]. Монокристаллы
SiGe выращивают также из раствора Si-Ge методом жидкофазной диффузии
[141, 142], основанном на принципе пересыщения - в отличие от роста из рас-
плава, обеспечивающимся охлаждением.
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состава кристалла, вызванного отторжением компонента от фазо-
вой границы, подпиткой расплава одним из компонентов [145].
Естественная конвекция в расплаве в условиях микрогравита-
ции, приводящая к неоднородному распределению примеси, связа-
на с эффектом Марангони и/или нестационарными возмущения-
ми (g-jitter), вызываемыми движениями экипажа и механическими
колебаниями спутника. Амплитуда этих ускорений может на поря-
док превышать ускорение силы тяжести на орбите; иногда следует
учитывать силу Кориолиса из-за вращения спутника вокруг оси и
вокруг Земли (см. [146, 147] и приведенные ссылки). Зависимость
максимальной среднеквадратичной скорости от числа Экмана Ek
= ν/(2ΩL20) или от частоты микроускорений имеет резонансный ха-
рактер. Вибрации можно также использовать для управления ро-
стом как в земных условиях, так и на орбитальной станции [148].
О характере течения — ламинарное или турбулентное — судят
по числу Рэлея в случае естественной конвекции и числу Рейнольд-
са в случае вынужденной [149]. Так, течение турбулентно в гидро-
термальном росте кварца: число Рэлея, определенное по диаметру
автоклава, достигает Ra = 4 · 1011 [150]. Турбулентным является
течение расплава в росте кремния методом Чохральского в силу
больших масштабов и малой вязкости расплава [123, 151].
Моделирование роста методом Чохральского имеет богатую ис-
торию [134, 152, 153, 154, 155]. Первые расчеты выполнены для осе-
симметричного ламинарного течения. Трехмерные расчеты, нача-
тые в [156] и продолженные другими исследователями [157, 158], по-
казали, что неосесимметричное нестационарное течение формиру-
ется уже с чисел Рейнольдса порядка 104. Возникающие волновые
структуры связывают с бароклинной неустойчивостью ([157]. Экс-
перименты (см. ссылки в [159]) также показывают, что течение рас-
плава нестационарное и, возможно, турбулентное, для кристаллов
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с диаметром более 40 мм. Авторы [160] рассмотрели свидетельства
турбулентного характера течения расплава в промышленных уста-
новках для выращивания кремния и предложили использование
усредненных по Рейнольдсу уравнений Навье-Стокса. Стандартная
высокорейнольдсова k−ǫ модель турбулентности с использованием
пристеночной функции для реализации условия прилипания [161]
впервые использована в [162].
Применение этой модели к течению расплава кремния неоправ-
дано. Традиционные пристеночные функции получены для сдви-
говых слоев с локально равновесной турбулентностью — генерация
турбулентности примерно уравновешивается диссипацией и конвек-
тивный перенос играет вторичную роль. Пристеночные слои у кри-
сталла и тигля ламинаризованы, в них генерации турбулентности
не происходит - турбулентные пульсации переносятся из ядра по-
тока. Вращение тигля подавляет турбулентность и турбулентная
вязкость становится сопоставима с молекулярной.
Кинни и Браун [163] использовали низкорейнольдсову k − ǫ мо-
дель, требующую более высокого пространственного разрешения,
чем стандартная k− ǫ модель. Обе модели основаны на изотропной
турбулентной вязкости. Ристорелли и Лумли [164] отметили, что
анизотропия турбулентности важна для течения расплава кремния
и указали на модели второго порядка. Использование уравнений
для рейнольдсовых напряжений позволяет непосредственно учесть
влияние плавучести и вращения на турбулентное смешение, однако
увеличивает число дополнительных уравнений в частных производ-
ных. Ни одна из моделей второго порядка не была верифицирова-
на для течений, где существенны все факторы, играющие важную
роль в течении расплава кремния.
Трудность построения модели турбулентности - в нелинейном
взаимодействии явлений всех масштабов и отсутствии спектрально-
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го разрыва, который позволил бы отделить далекие от равновесия
крупномасштабные движения от находящихся в равновесии (терма-
лизованных) мелкомасштабных [165]. Использование усредненных
по Рейнольдсу уравнений Навье-Стокса (РУНС) не позволяет опи-
сать форму межфазной границы или распределение кислорода в
кристалле кремния [166, 167].
Прямое численное моделирование (ПЧМ) обеспечивает полную
информацию о течении, включая пространственно-временные кор-
реляции [168], однако его применение возможно только для облада-
ющих большой вязкостью течений расплавов оксидов или в обла-
стях простой формы. Утверждение
”
ПЧМ - метод исследования, а
не инструмент решения инженерных проблем“[169] остается спра-
ведливым [170]. При росте кристаллов кремния диаметром 300 мм
числа Рейнольдса, вычисленные по скоростям вращения кристалла
и тигля, — Recrys ≈ 105 и Recruc ≈ 3 · 105, что соответствует чис-
лам Рейнольдса по тейлоровскому масштабу9 Reλ 400-600 (Табл. 4)
[172]. Наивысшее значение Reλ = 1200 получено для однородной
турбулентности в периодической кубической области спектраль-
ным методом с использованием расчетных сеток, содержащих 40963
((69 · 109) ячеек [173]. Размер сетки для этой простой задачи при
указанных выше значения Reλ - около 10
9 − 1010 ячеек [173, 174].
Еще более подробные сетки нужны для расчета переноса кислоро-
да вследствие большого значения числа Шмидта [175, 176] - для
кислорода в расплаве кремния Sc ≈ 10 [177].
Очевидно, нельзя доверять результатам т.н.
”
грубого ПЧМ“ или
”
квази ПЧМ“ [178], которые не обеспечивают необходимого про-
странственного разрешения10, но, как утверждают их защитники,
9 Тэйлоровский масштаб - масштаб расстояния, на котором молекулярная
вязкость существенно сказывается на динамике турбулентных вихрей; его вы-
числение использует некоторые корреляционные функции течения [171].
10 Колмогоровский масштаб η = (ν3/ǫ)1/4 (где ǫ — средняя скорость дис-
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дают картины течения, похожие на наблюдаемые. Действительно,
когерентные структуры в развитых турбулентных течениях слабо
зависят от числа Рейнольдса. При росте кристаллов, однако, инте-
ресна не картина течения, а его поведение вблизи границ - кристал-
ла, тигля, свободной поверхности. Эта ситуация напоминает попыт-
ки в 80-е годы ХХ века использовать уравнения Эйлера для расчета
отрывных вязких течений: расчеты воспроизводили общую картину
течения, если точка/линия отрыва определялась геометрией зада-
чи, но не могли дать коэффициент трения или теплопередачи.
В настоящее время оптимальными подходами к моделированию
турбулентного течения расплава являются метод крупных вихрей
(МКВ) [181] и гибридные методы, сочетающие лучшие стороны
МКВ и РУНС [122, 182, 183]. В МКВ явно разрешаются крупномас-
штабные движения, а эффект мелкомасштабных движений учиты-
вается т.н. подсеточной (Subgrid Scale - SGS) моделью . В гибридном
методе [126, 166] подсеточная модель активируется в ядре потока
расплава, а k − ǫ модель обеспечивает генерацию турбулентности
вблизи твердых поверхностей.
сипации турбулентной кинетической энергии на единицу массы, а ν - кинема-
тическая вязкость) считается наименьшим масштабом, который должен быть
разрешен. Эта величина мала - несколько миллиметров даже для атмосфер-
ных вихрей с характерным размером порядка километров. Размер ячейки рас-
четной сетки должен быть около 0.26η, 0.55η и 0.95η для разностных схем 2,
4 и 6 порядков, соответственно [169]. Число узлов/ячеек/элементов в схемах
конечных разностей/объемов/элементов должно быть пропорционально числу
степеней свободы турбулентного течения NFD,FV,FE ∝ NDOF . Известно, что
NDOF ∝ Re и NDOF ∝ Re9/4 для двумерных и трехмерных течений, соответ-
ственно. По-видимому, в настоящее время наилучший подход к моделированию
турбулентных течений при очень больших числах Рейнольдса — адаптивный
метод вейвлетов [179], поскольку требуемое число мод NmodAWM ∝ NCV , где NCV
— число когерентных вихрей в потоке [180].
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Течение газа Течение газа в задачах роста кристаллов ламинар-
ное, за исключением инкапсулированного роста полупроводников
A3B5 при высоком давлении, и характеризуется малыми по срав-
нению со звуковой скоростями - число Маха M = V0/a ≪ 1, но
значительными изменениями температуры (и, следовательно, плот-
ности). Такие течения называются гипозвуковыми [184].
Использование уравнений Навье-Стокса сжимаемого газа для
исследований течений, которые характеризуются двумя сильно раз-
личающимися масштабами скорости и, следовательно, времени (кон-
вективным τk =  L/V0 и акустическим τa = L/a), сопряжено с вы-
числительными трудностями [185, 186, 187]. В явных разностных
схемах временной шаг ограничен величиной порядка h/(V + a) ≈
h/a ≈ τa/N и они эффективны лишь для моделирования собственно
акустических явлений [188]. Неявные схемы безусловно устойчивы
(для линеаризованных уравнений), однако при стремлении числа
Маха к нулю возрастает трудоемкость расчетов и падает их точ-
ность [185, 186]. Это связано с малостью относительных изменений
давления в гипозвуковом потоке и проявляется особенно остро, если
в качестве зависимой переменной используется плотность. Записы-
вая уравнение состояния в виде p = (a2/γ)ρ (γ - показатель адиа-
баты), легко видеть, что малые изменения плотности приводят к
большим изменениям градиента давления в уравнении движения
1
ρ0V 20
∇p ≈ 1
γM2
∇
(
ρ
ρ0
)
≫∇
(
ρ
ρ0
)
.
Наконец, последняя по счету, но не по значимости, проблема —
постановка условий на проницаемых границах [188].
Эти трудности не возникают при использовании гипозвуковых
уравнений Навье-Стокса [189], следующих из полных уравнений
Навье-Стокса в предположении, что [106]: число Маха мало M2 ≪
1; параметр гидростатической сжимаемости ε = gL/RgT0 мал ε≪ 1
( мелкая конвекция [190]); характерное время велико в сравнении
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с акустическим, что позволяет выбрать L/V0 масштабом времени
(число Струхаля Sh = 1.). Приближение Буссинеска требуют до-
полнительно малости изменений плотности ∆ρ/ρ0 ≪ 1.
Приведем вывод на примере однородного совершенного газа. В
общепринятых обозначениях уравнения Навье-Стокса имют вид
dρ
dt
+ ρ∇ ·V = 0, (8)
ρ
dV
dt
= − 1
γM2
∇p + 1
Fr
ρj +
1
Re
[
2Div(µS˙)− 2
3
∇(µ∇ ·V)
]
, (9)
ρ
dT
dt
=
γ − 1
γ
dp
dt
+
1
RePr
∇ · (λ∇T ) + 1
Re
(γ − 1)M2
[
2µS˙2 − 2
3
(∇ ·V)2
]
,(10)
ρT = p.(11)
В разложении по двум малым параметрам (δ = γM2 и ǫ)
f = f (0) + δf (10) + ǫf (01) + · · ·
первое нетривиальное приближение содержит ρ(0),V(0), T (0) (ниже
индекс опущен), p(0), p(01), p(10):
∇p(0) = 0, (12)
dρ
dt
+ ρ∇ ·V = 0, (13)
ρ
dV
dt
= −∇p(1) + 1
Fr
ρj+
1
Re
[
2Div(µS˙)− 2
3
∇(µ∇ ·V)
]
, (14)
ρ
dT
dt
=
γ − 1
γ
dp(0)
dt
+
1
RePr
∇ · (λ∇T ) (15)
ρT = p(0). (16)
Очевидно, масштаб избыточного (динамического) давления p(1) ра-
вен ρ0V
2
0 , а p
(0) может зависить только от времени. Член ∇p(1) есть
сумма двух членов одного порядка ∇p(10) и (ǫ/δ)∇p(01)
Гипозвуковые уравнения подобно несжимаемым уравнениям Навье-
Стокса не описывают акустические явления: сжимаемость прояв-
ляется только в локальном тепловом расширении. Соотношение,
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обобщающее условие несжимаемости на случай гипозвуковых урав-
нений, имеет вид [106, 121]
∇ ·V = 1
p(0)
[
1
RePr
∇ · (λ∇T )− 1
γ
dp(0)
dt
]
. (17)
Заметим, что подобное соотношение для частного случая получил
еще Обербек [191] — из уравнений (7) и (19) его работы следует
стационарный вариант обобщенного условия несжимаемости.
Для смеси Ns компонент консервативная форма стационарных
гипозвуковых уравнений в размерном виде имеет вид
∇ · ρV = 0 (18)
∇ ·
(
ρVV + pIˆ − τˆ
)
− (ρ− ρ0)g = 0 (19)
∇ · (ρVh+ q) = 0 (20)
∇ · (ρVcs + Js) = Ws , s = 1, 2, . . . , Ns (21)
где ρ — плотность смеси, V — среднемассовая скорость, h — удель-
ная энтальпия, cs — массовая доля s-й компененты, p — динамиче-
ское давление, τ — тензор вязких напряжений, q — тепловой поток,
Js - диффузионный поток s-й компененты. Для замыкания системы
требуются уравнение состояния смеси совершенных газов:
ρ
R
m
T = p0 = const , 1/m =
Ns∑
s=1
(cs/ms) (22)
и определения молекулярных потоков: тензора вязких напряжений
τˆ = −2
3
µ (∇ ·V) Iˆ + µ (∇V +V∇) , (23)
теплового потока
q = −λ∇T +
Ns∑
s=1
hsJs + p0
Ns∑
s=1
kTs Js/ (ρcs) (24)
и диффузионного потока sй компоненты
Js = −ρDs
(
∇cs + ms
m
kTs
∇T
T
)
. (25)
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В случае разбавленных смесей газодинамическая задача отщеп-
ляется от задачи массопереноса [192, 193]. При высокой концентра-
ции активных реагентов в потоке несущего газа возможна нуклеа-
ция кластеров — модель, основанная на уравнениях для моментов
фунции распределения, описана в [194, 195].
2.1.3 Радиационный теплообмен (РТ)
Теплообмен излучением — важный (часто основной) механизм при
росте кристаллов. Его используют и для нагрева в варианте метода
зонной плавки [196].
Различают три случая взаимодействия излучения со средой (α
— коффициент поглощения, L0 — характерный размер): αL0 ≫ 1;
αL0 ∼ 1; αL0 ≪ 1. В первом — непрозрачная среда — тепло пере-
носится молекулярной теплопроводностью. Полупрозрачная среда
приближенно описывается эффективной теплопроводностью λeff =
λ + λr, где радиационная теплопроводность λr = 16n
2σT 4/3α, n —
коэффициент преломления, σ — постоянная Стефана-Больцмана.
В простейшем случае — все объекты прозрачные или непрозрач-
ные, а все поверхности отражают диффузно — достаточно исполь-
зовать конфигурационные факторы (view factors) Fij [197, 198]. Рас-
чет этих величин с учетом затенения подробно описан в [197, 199].
Полный поток излучения на i-й поверхностный элемент (i = 1, Ne,
где Ne — число поверхностных элементов)
qini =
Ne∑
j=1
qoutj Fij , (26)
где qin и qout - потоки излучения к и от поверхности.
Задача усложняется, если надо учесть зеркальное отражение
и/или полупрозрачность кристалла [124, 200, 201] (многие окси-
ды, галиды и флюориды — лазерные, оптические, ювелирные кри-
сталлы — полупрозрачны), спектральные зависимости оптических
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свойств (в самой простой двухполосной модели среда предполага-
ется либо полностью прозрачной, либо непрозрачной в соответству-
ющих диапазонах длин волн [197]).
Полупрозрачность Коэффициент поглощения определяет по-
глощение и эмиссию излучения в объеме, коэффициент преломле-
ния — отражение и преломление на границах кристалла.
РТ через кристалл существенен для отвода тепла от фазовой
границы; РТ в кристалле может вести к изменению формы интер-
фейса [202, 203] и к неустойчивости фронта кристаллизации [204].
Распределение потока излучения от фронта кристаллизации может
кардинально меняться в процессе роста с увеличением длины кри-
сталла с большим показателем преломления из-за эффекта полного
внутреннего отражения [205]. Встраивание микропузырьков в кри-
сталл может привести к немонотонному распределению темпера-
туры в оптических кристаллах [206]. РТ в расплаве обычно менее
важен в силу большого коэффициента поглощения, однако прене-
брежение внутренним РТ в расплаве оксида LiNbO3 приводит к
фиктивной структуре спиц [207]. Полупрозрачные свойства инкап-
сулянта B2O3 рассматривались в работах [197, 208].
Различные приближения используются в анализе РТ при росте
кристаллов. Сопоставление с экспериментальными данными [209]
показывает, что учет излучения с помощью радиационной тепло-
проводности λr (например, для изучения роста CaF2 из расплава
[210]) не позволяет корректно описать распределение температуры
в системе, поэтому нужны более изощренные подходы — метод дис-
кретных обменных факторов [211] или метод характеристик [212].
Авторы [203, 213] изучали РТ в кристаллах иттрий-алюминиевого
и гадолиний-галиевого гранатов в предположении, что кристалл
прозрачен, а его поверхность покрыта исчезающе тонкой непро-
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зрачной пленкой, что позволило пренебречь преломлением. Утвер-
ждается, что пленка — результат паразитного осаждения приме-
сей в реальном росте (что не мешает авторам указывать учет пре-
ломления как будущую работу). Заметим, что депозиты на стенках
эпитаксиального реактора усложняют расчет РТ, если их толщина
сравнима с длиной волны излучения, однако это явление не столь
распространено при росте монокристаллов из расплава.
Тсукада и др. [214], считая коэффициент поглощения достаточ-
но большим, использовали для РТ Р1-прилижение; подобный под-
ход применен в [215, 216, 217] к изучению влияния коэффициента
поглощения на фронт кристаллизации ниобата лития и гранатов.
Обобщенным методом дискретных обменных факторов [211] бы-
ло исследовано влияние условия на верхней границе на распреде-
ление температуры, форму фазовой границы и устойчивость ро-
ста иттрий-алюминиевого граната из расплава [216], однако поверх-
ность кристалла предполагалась непрозрачной. Теплообмен при ро-
сте силленита и условия формирования плоского фронта кристал-
лизации исследовались в работах [197, 208, 217].
Галазка и др. [218] использовали многополосную модель излуче-
ния, основанную на измерениях в спектральном диапазоне 0.8 µm -
4.2 µm с шагом 50 nm, для исследования роста иттрий-алюминиевого
граната методом Чохральского. Авторы вычислили средние коэф-
фициенты поглощения Планка αP и Росселанда αR и тем самым
оптическую толщину τ = L
√
αPαR и фактор отклонения от ”
се-
рой“ модели излучения η = L
√
αP/αR.
Авторы [219] моделировали тот же процесс в осесимметричной
постановке в единой области, содержащей твердую, жидкую и га-
зовую фазу с своими материальными параметрами; излучение опи-
сывалось SN методом дискретных ординат. Обнаруженный пере-
грев кристалла выше точки плавления, очевидно, является вычис-
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лительным артефактом. В отличие от переохлажденной жидкости
как метастабильного состояния (со значительным отклонением от
температуры кристаллизации - например, почти 40 K для воды [220]
и 20 K для германата висмута [221]), перегретая твердая фаза суще-
ствовать не может, поскольку для плавления нет энергетического
барьера11. При температурах, близких (снизу) к температуре кри-
сталлизации наблюдается
”
предплавление“ (premelting) - появле-
ние тонкого жидкого слоя на твердой поверхности - для широкого
класса материалов, включая воду, металлы, полупроводники [224].
Значительно меньшее внимание уделяется зеркальному отраже-
нию от поверхности кристалла (зеркальное отражение от поверх-
ности расплава кремния в методе Чохральского оказывает некото-
рое влияние на распределение температуры в окрестности менис-
ка [225]). Первые расчеты проведены методом характеристик для
роста германата висмута методом Чохральского с низкими темпе-
ратурными градиентами [212], при этом форма фронта кристалли-
зации считалась неизменной; о самосогласованных расчетах сооб-
щалось в работе [205]. Показано, что изменение формы фронта в
процессе роста определяется зеркальным отражением от внутрен-
ней поверхности кристалла, прежде всего от ее конической части.
Ниже описана постановка локальной задачи о переносе излу-
чения в полупрозрачном кристалле и зазоре между кристаллом
и тиглем в осесимметричном случае [201, 205, 212]; трехмерный
вариант рассмотрен в работах [226, 227]. Расплав предполагается
непрозрачным, учитывается зависимость коэффициента поглоще-
ния кристалла от длины волны. Стенка тигля отражает диффузно,
а поверхность кристалла — диффузно или зеркально. Сопряжение
11Неравновесное состояние твердого тела с температурой выше температуры
плавления может быть достигнуто путем ультрабыстрого нагрева — интенсив-
ным лазерным излучением или с помощью ударных волн [222, 223].
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локальной и глобальной задач обеспечивается следующими услови-
ями: свободная поверхность расплава (z = 0):
− λL∇TL · ~n = ǫL(σT 4L − qinc); (27)
граница кристалл/расплав (z = h(r, t)):
TL = TS = Tm; (28)
− λS~n · ∇TS + λL~n · ∇TL + qrad = L(~n · ~ez)(V − dh
dt
), (29)
где ~n — единичная нормаль в сторону области кристалла, ~ez — орт,
L — удельная теплота кристаллизации, V — скорость вытягивания,
Tm — температура плавления, индексы L и S соответствуют жидкой
и твердой фазам, ǫL — коэффициент черноты расплава, q
inc и qrad —
плотности потока излучения на свободную поверхность расплава и
на границу кристалл/расплав, h — координата фронта кристалли-
зации. В предположении стационарности тройной точки скорость
вытягивания определяется соотношением
L(~n · ~ez)V = −λS~n · ∇TS + λL~n · ∇TL + qrad|r=R, (30)
где R — радиус кристалла и для фронта кристаллизации получаем
λS~n · ∇TS − λL~n · ∇TL − qrad
(~n · ~ez) −
λS~n · ∇TS − λL~n · ∇TL − qrad
(~n · ~ez) |r=R0 = L
dh
dt
(31)
В стационарной задаче время t играет роль итерационного пара-
метра. Уравнение энергии для кристалла имеет вид:
∇· (λS∇TS) = ∇·
∫
Qrad(~r, λ)dλ =
∫
λ
∫
Ω=4π
kλ(Bλ(TS)− Iλ(~r,Ω))dλdΩ
(32)
где Qrad — плотность потока излучения, λ — длина волны излуче-
ния, Iλ — интенсивность излучения, kλ — коэффициент поглощения
и Bλ(T ) — интенсивность излучения черного тела. Конвективным
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членом можно пренебречь в силу малости скорости вытягивания.
Граничные условия ставятся следуюшим образом:
боковая поверхность кристалла:
− λS ∂TS
∂N
= ǫSW1(T )(n
2σTL
4 − q1inc) (33)
где N — внешняя нормаль к боковой поверхности, n и ǫS — коэффи-
циенты преломления и черноты, qinc1 — падающий поток излучения,
W1(T ) — доля излучения черного тела в диапазоне длин волн, в ко-
тором кристалл непрозрачен W1(T ) =
∫
∆1λ
Bλ(T )dλ/(n
2σT 4/π).
ось симметрии:
∂TS
∂r
= 0.
Интенсивность излучения Iλ описывается уравнением переноса
излучения, которое в пренебрежении рассеянием имеет вид
sin θ
r
[
cos φ
∂(rIλ)
∂r
− ∂(sin φIλ)
∂φ
]
+ cos θ
∂Iλ
∂z
+ kλIλ = kλBλ (34)
где φ = φΩ − φr, φr, r, z цилиндрические координаты, φΩ, θ —
сферические координаты, определяющие направление луча ~Ω =
(sin θ cos φΩ, sin θ sin φΩ, cos θ).
Решение возможно при выборе нулевым φΩ или φr. Детальное
описание первого подхода и численной реализации можно найти в
работах [203, 212, 228]. Идея метода в следующем.
Для φΩ = 0 решение ищется в точках (r, z, φr) трехмерного про-
странства для лучей, параллельных плоскости rz, т. е. для направ-
лений ~Ω = (sin θ, 0, cos θ). Тогда преобразование к декартовым ко-
ординатам x, y, z где x = r cosφr, y = r sin φr дает:
sin θ
∂Iλ
∂x
+ cos θ
∂Iλ
∂z
+ kλIλ = kλBλ(T ) (35)
Граничные условия определяются типом границы:
Непрозрачная диффузно отражающая (стенка тигля):
Ioutλ (~r, θ) = ρd
qincλ (~r, z)
π
+ (1− ρd)Bλ(Tcr), ~Ω · ~ν > 0 (36)
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qincλ (r, z) = 2
∫
~Ω′·~ν′<0
|~Ω′ · ~ν ′|Iλ(r′, θ′) sin θ′dθ′dφ′
где ν — внутрення нормаль, ρd — диффузный коэффициент отраже-
ния, qincλ — падающий поток излучения, ~ν
′ = (sin θν cosφ
′, sin θν sin φ
′, cos θν),
φ′ ∈ (0, π) и индекс "out"означает излучение, уходящее от границы.
Здесь и ниже ~r = (r cos φr, r sin φr, z) and ~r
′ = (r cosφ′r, r sinφ
′
r, z); уг-
лы φr и φ
′
r в (7a) определяют положение граничных точек.
Непрозрачная зеркально отражающая (свободная поверхность):
Ioutλ (~r, θ) = ρsIλ(~r
′, θ′) + (1− ρs)Bλ(TL), ~Ω · ~ν > 0 (37)
где ρs - спектральный коэффициент отражения, а θ
′ - полярный
угол направления ~Ω′ луча, падающего на границу и отраженного в
направлении ~Ω с полярным углом θ. Связь ~r, θ и ~r′, θ′ дается зако-
ном отражения ~Ω′ = ~Ω− 2(~Ω · ~ν)~ν.
Прозрачная дифффузно отражающая (боковая поверхность):
Ioutλ1 (~r, θ) = ρd1
qincλ1 (~r, z)
π
+ (1− ρd2)
qincλ2 (~r, z)
π
, ~Ω · ~ν > 0 (38)
Ioutλ2 (~r, θ) = ρd2
qincλ2 (~r, z)
π
+ (1− ρd1)
qincλ1 (~r, z)
π
, ~Ω · ~ν < 0
где индексы 1 и 2 обозначают газ и кристалл, соответственно, ρd1 и
ρd2 связаны как
1− ρd1 = (1− ρd2)n2 (39)
Прозрачная зеркально отражающая (боковая поверхность):
Ioutλ1 (~r, θ) = ρs1I
inc
λ1
(~r′, θ′) + (1− ρs1)
I incλ2 (~r
′′, θ′′)
n2
, ~Ω · ~ν > 0
(40)
Ioutλ2 (~r, θ)
n2
= ρs2
I incλ2 (~r
′, θ′)
n2
(1− ρs2)I incλ1 (~r′′, θ′′), ~Ω · ~ν < 0
где θ′′ — полярный угол направления ~Ω′′ луча, падающего на гра-
ницу и отраженного в направлении ~Ω с полярным углом θ. Направ-
ления ~Ω′′ и ~Ω связаны законом Снелла, а ~r′′ и θ′′ находятся по ~r и
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θ. Коэффициенты зеркального отражения определяются формула-
ми Френеля. Заметим, что ρs2 = 0, если |~Ω · ~ν| > cosφB, где φB —
критический угол полного внутреннего отражения.
Для решения уравнения переноса излучения используется метод
дискретного переноса, адаптированный к осесимметричному слу-
чаю. Метод интегрирует уравнение вдоль выбранных направлений
~Ωj = (sin θj , 0, cos θj), θj ∈ (0, π), j = 1, ..., Nθ. Решение ищется в
области Drφz = Drz
⊗
[0, π] в переменных r, φ, z где Drz — мериди-
ональное сечение области. Область Drφz разбивается на 3D ячейки
(для различных направлений разбиение может быть разным) с ис-
пользованием разбиения плоской области. 3D ячейки имеют форму
Vn = {~r : (r, z) ∈ tm, φ ∈ (φi−1,j, φi,j)} , где tm - планарная ячейка,
φi,j = πi/Nφ,j, i = 1, ..., Nφ,j (Nφ,j может зависить от направления).
Интенсивность излучения дается средними значениями на гранях
ячеек, лежащих на границах блоков. Луч испускается из центра
граничной ячейки и прослеживается до падения на другую грани-
цу. Интенсивность излучения известна из граничных условий или с
предыдущей итерации. Отклонением точки падения от центра гра-
ни пренебрегается. Уравнение переноса излучения интегрируется
аналитически от точки падения до точки испускания. Процедура
повторяется до достижения сходимости.
Падающий поток на границе аппроксимируется как
qinc =
Nθ∑
i=1
wi
∑
m∈Γk , ~Ωi·~nm>0
SmiI
inc
mi (41)
где Γk — множество граней, которые могут быть совмещены с гра-
нью k вращением вокруг оси симметрии, ~nm — ”
средняя“ внеш-
няя нормаль к грани m, Smi = |~Ωi · ~nm|Sm и Sm — площадь грани
m. Специальный алгоритм был разработан для вычисления дивер-
генции вектора потока излучения внутри ячейки [228]. Метод был
применен к моделированию роста кристаллов германата висмута,
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сапфира, алюминиевых гранатов [124, 205, 201, 200, 227].
Универсальным методом расчета распространения излучения с
учетом поглощения, рассеяния, преломления, диффузного и зер-
кального отражения является метод Монте-Карло [229, 230]. Об-
щий подход (метод трассировки лучей), использующий обобщенные
конфигурационные факторы для поверхностных и полупрозрачных
объемных элементов в терминах диффузных и абсорбционных уг-
ловых коэффициентов, предложен в [231] для решения уравнения
баланса излучения в направлении ηˆ
dIλ(~r, η)
dS
= −(kλ + ση,λ)Iλ(~r, η) + kλIb,λ(T )+
+
ση,λ
4π
∫
4π
Iλ(~r, η
′)Pλ(η
′ → η)dω (42)
где kλ и ση,λ - коэффициенты отражения и рассеяния, Pλ(η
′ → η) -
фазовая функция от направления η′ к η.
Метод свободен от т. н.
”
лучевого“ эффекта, свойственного ме-
тодам, использующим дискретный набор направлений излучения,
однако модель эмиссии лучей, описанная в [231], неприменима к
средам с большим коэффициентом поглощения и, как следствие, к
многополосному моделированию излучения. Модель эмиссии, сво-
бодная от этого недостатка, предложена в [232, 233]. Рассматрива-
ется излучательный элемент (выпуклый многогранник или много-
угольник), среда считается изотропной при постоянной температу-
ре. Средняя толщина элемента в направлении η определяется как
S¯ ≡ V
A(η)
, (43)
где V и A(η) - объем и площадь проекции элемента на плоскость,
ортогональную к η.
Для единого описания поверхностей и активной среды диффуз-
ная отражательная способность поверхности и альбедо среды пе-
реопрелеляютя как ΩD и вводится зеркальная отражательная спо-
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собность поверхности ΩS . Тогда энергия, излученная элементом,
dQJ,i,λ(η) = Ai(η)
[(
1− ΩD − ΩS) Ib,λ + ΩDIDλ ]×[1− exp(−βλS¯i)] dω,
(44)
где βλ = kλ + ση,λ - коэффициент экстинкции в направлении η для
длины волны λ, βλS¯i ≫ 1 для поверхностного элемента и ΩS = 0
для объемного.
Интегрирование по телесным углам дает
QJ,i,λ =
[(
1− ΩD − ΩS) Ib,λ + ΩDIDλ ] ×
∫
4π
Ai(η)
[
1− exp(−βλS¯i)
]
dω
(45)
Согласно [231] вводится понятие излучающей поверхности для
элемента, который может быть поверхностным или объемным
ARi ≡
1
π
∫
4π
Ai(η)
[
1− exp(−βλS¯i)
]
dω, (46)
где ARi идентично площади элемента, у которого не рассматрива-
ется обратная сторона. Наконец, поток энергии, которая излучена
и изотропно рассеяна элементом,
QJ,i,λ = π(ǫiIb,λ + Ω
DIDλ )A
R
i , (47)
где ǫi = 1−ΩDi −ΩSi иQJ,i,λ — интенсивность диффузного излучения.
Вычисление конфигурационных факторов Угловой ко-
эффициент экстинкции FEi,j — доля энергии, излученной элементом
i, которая поглощена, изотропно рассеяна или диффузно отражена
элементом j
FEi,j =
∫
4π
f ji (η)Ai(η)
[
1− exp(−βλ,iS¯i)
]
× [1− exp(−βλ,jSj)] dω/
(
πARi
)
, (48)
где Sj - длина пути луча в объемном элементе j, а f
j
i (η) - доля
энергии, излученной элементом i в направлении η, которая достиг-
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ла элемента j. Абсорбционный и диффузионный угловые коэффи-
циенты определены как
FAi,j =
ǫjF
E
i,j
1− ΩSj
, FDi,j =
ΩDj F
E
i,j
1− ΩSj
. (49)
Вычисление этих коэффициентов проводится в процессе трас-
сировки испущенного луча через систему объемных и поверхност-
ных элементов [232, 233]. При попадании луча в поверхностный эле-
мент j он расщепляется на поглощенный, рассеянный и отражен-
ный. При взаимодействии луча с поверхностью объемного полупро-
зрачного элемента он разделяется в соответствии с соотношениями
Френеля на два: отраженный и преломленный. Поглощенная доля
энергии дает вклад в FAi,j , рассеянная (на поверхности элемента и
в объеме) в FDi,j . Путь луча прослеживается, пока интенсивность не
уменьшится до заданого значения.
Вводя излучательную мощность элемента i в диапазоне Λ
Qτ,i,Λ ≡ ARi,Λǫi,Λn2ΛσγΛ(T )T 4i , (50)
для суммарного потока в системе N поверхностных и объемных
элементов имеем
Qneti,Λ =
N∑
j=1
FGi,j,ΛQτ,j,Λ, (51)
где FGi,j,Λ — элементы матрицы Гебхарда F
G
Λ (E — единичная мат-
рица):
FGΛ = E−
(
FAΛ
)T (
E− (FDΛ )T)−1 . (52)
Полный поток излучения находится суммированием по всем спек-
тральным полосам [232, 233]
Qneti =
∑
Λ
Qneti,Λ =
∑
Λ
N∑
j=1
FGi,j,ΛQτ,j,Λ, (53)
и окончательно
~Qnet =
(∑
Λ
FGΛA
R
ΛǫΛn
2
Λ
)
σ~T 4, (54)
32
где матрицы ARΛ , ǫΛ,nΛ - диагональные.
В осесимметричном случае трассировка луча по-прежнему име-
ет трехмерный характер, но метод может быть существенно упро-
щен и ускорен. Его нельзя непосредственно применить к тороидаль-
ным элементам треугольного сечения, т. к. эффективная поверх-
ность определена для выпуклого элемента. Поэтому каждый эле-
мент разбивается на N seg равных многогранников или многоуголь-
ников (для объемных и поверхностных элементов соответственно).
Введем индекс l для сегментов i-го элемента и индекс k для j-го.
Очевидно, Fi,l,j,k = Fi,l+1,j,k+1 и коэффициенты в кольцеобразном
множестве получаются по значениям для первого сегмента цикли-
ческой перестановкой индексов [187], а для i-го элемента
Qneti =
Nseg∑
l=1
N∑
j=1
Nseg∑
k=1
FGi,l,j,kQτ,j,k. (55)
Матрица размерности (N · Nseg × N · Nseg) сводится к матрице
размерности N×N использованием идентичности эффективной по-
верхности ARj,k, температуры Tj,k и степени черноты ǫj,k для любого
k при фиксированном j
Qneti =
Nseg∑
l=1
N∑
j=1
Nseg∑
k=1
FGi,l,j,kA
R
j,kǫj,kn
2σγ(Tj,k)T
4
j,k =
N∑
j=1
[
Nseg∑
l=1
Nseg∑
k=1
FGi,l,j,k
]
ARj,1ǫj,1n
2σγ(Tj,1)T
4
j,1 =
N∑
j=1
[
Nseg
Nseg∑
l=1
FGi,l,j,1
]
ARj,1ǫj,1n
2σγ(Tj,1)T
4
j,1 =
N∑
j=1
F˜Gi,jQ˜τ,j . (56)
Модифицированная матрица Гебхарда F˜G имеет размерность
N ×N
F˜Gi,j = Nseg
Nseg∑
l=1
FGi,l,j,1, (57)
Q˜τ,j = A
R
j,1ǫj,1n
2σγ(Tj,1)T
4
j,1, (58)
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индекс 1 относится к первому сегменту тороидального элемента.
Метод был использован для моделирования теплообмена в эпи-
таксиальном реакторе Centura, в котором нагрев подложек обеспе-
чивается галогенными лампами с позолоченными отражателями.
Расчет проводился в рамках трехполосной модели излучения для
учета спектральной зависимости оптических свойств кварца. По-
казано, в частности, что нагрев самих подложек производится не
излучением ламп, а вторичным излучением графитового подлож-
кодержателя. Расчет методом дискретных ординат без учета зер-
кального отражения оказался неудовлетворительным [234, 235].
2.2 Фазовая граница
2.2.1 Рост из расплава
При фазовом переходе первого рода расплав-кристалл выделяется
скрытая теплота кристаллизации. Границу между фазами (обыч-
но несколько молекулярных слоев [236]) можно рассматривать как
резкую или как тонкую переходную область с непрерывным измене-
нием термодинамических параметров — подходы Гиббса и Ван дер
Ваальса соответственно [237]. Первый более распространен, особен-
но в задачах с простой формой интерфейса.
М. Бенеш [237] перечислил материальные соотношения, отно-
сящиеся к кристаллизации: 1) свойства материала в жидкой (l) и
твердой (s) фазах: удельная (на единицу объема) энтальпия Hs(T ),
Hl(T )); удельная энтропия Ss(T ), Sl(T ); удельная свободная энер-
гия Fs(T ) = Hs(T )−TSs(T ), Fl(T ) = Hl(T )−TSl(T ) и 2) свойства
фронта кристаллизации — интерфейса: удельная (на единицу пло-
щади) энергия интерфейса e(T ); удельная энтропия s(T ); удельная
свободная энергия интерфейса f(T ) = e(T )− Ts(T ).
Скрытая удельная теплота кристаллизации определяется как
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L = Hl(T
⋆) − Hs(T ⋆), где температура перехода T ⋆ — температу-
ра, при которой свободные энергии фаз равны Fl(T
⋆) = Fs(T
⋆).
Моделирование роста из расплава включает нахождение неиз-
вестной границы - в наиболее сложном случае метода зонной плав-
ки из сопряженной электромагнитно-гидродинамической задачи [138].
Затвердевание
”
простого“ вещества определяется градиентом тем-
пературы — это классическая задача Стефана: область Ω разделена
неизвестной границей Γ на две подобласти - жидкую Ωl и твердую
Ωs так, что Ω = Ωl ∪ Ωs ∪ Γ [237]. Уравнение теплопроводности ре-
шается в обеих областях.
∂Hl
∂t
= −∇~ql в Ωl(t), (59)
~ql = −λl(T )∇T, (60)
∂Hs
∂t
= −∇~qs в Ωs(t), (61)
~qs = −λs(T )∇T. (62)
На интерфейсе Γ должны выполняться следующие условия:
T =
Hl|l −Hs|s − kΓe
Sl|l − Ss|s − kΓs , (63)
(~ql|l − ~qs|s)nΓ = vΓ(Hl|l −Hs|s)− kΓevΓ −Dte, (64)
где ~nΓ — единичная внешняя нормаль по отношению к Ωs, vΓ —
нормальная скорость интерфейса, Dt — производная по времени от
e на Γ(t), kΓ = ∇ · ~nΓ — средняя кривизна Γ(t).
Если энтальпия определяется как
Hs =
T∫
0
̺s(u)cs(u)du, Hl =
T∫
0
̺l(u)cl(u)du+ L,
где ̺(T ) и c(T ) - плотность и теплоемкость соответствующих фаз,
разница удельных энтропий как ∆s = Sl|l − Ss|s, формулировка
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задачи Стефана упрощается [237]
̺(T )c(T )
∂T
∂t
= ∇ · (λ(T )∇T ) in Ωl and Ωs, (65)
λs(T )
∂T
∂nΓ
|s − λl(T ) ∂T
∂nΓ
|l = LvΓ, (66)
T − T ⋆ = −σ(T )
∆s
kΓ − ασ(T )
∆s
vΓ. (67)
Здесь σ — поверхностное напряжение между фазами и α — кине-
тический коэффициент присоединения.
Разница между температурами интерфейса и перехода называ-
ют кинетическим переохлаждением (эффект Гиббса-Томсона).
Иногда и другие задачи с неизвестной границей называют зада-
чей Стефана. Такие задачи впервые рассматривали Г. Ламэ и Б. П.
Е. Клапейрон (1831), однако используется имя Стефана, который
изучал таяние полярного льда столетие спустя [238]. О задаче Сте-
фана, усложненной конвекцией, см. [239] для случая ньютоновской
жидкости и [240] для случаев более общей реологии.
Методы решения задачи Стефана делятся на однородные (ме-
тоды сквозного счета) и методы выделения межфазной границы.
Классификация очевидна и аналогична методам расчета невязких
течений газа с ударными волнами. В первом подходе граница вос-
станавливается (реконструируется), во втором она отслеживается
явно и решение ищется в двух (в трех при включении в рассмотре-
ние равновесной двухфазной зоны) подобластях.
Методы реконструкции основаны на отслеживании границы или
объемной фазы. В первом случае положение границы идентифи-
цируется по набору маркерных точек, движение которых опреде-
ляется уравнениями в локальной криволинейной ортогональной к
интерфейсу системе координат; как правило, требуется сглажива-
ние границы. Сложности возникают в окрестности угловых точек;
подход чувствителен к вычислительному шуму.
Наиболее известные методы второго подхода - разработанный
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полвека назад Ф. Харлоу с коллегами метод маркеров и ячеек МАС
(marker and cell) и метод
”
объема жидкости“ VOF (volume of fluid),
основанный на отслеживании доли каждой фазы в ячейке.
В классической задаче Стефана термодинамические свойства
считаются постоянными, а плотности жидкой и твердой фаз — рав-
ными. Различие плотностей, однако, может быть существенным не
только для воды, но и, например для сапфира [1]. Этот случай
рассмотрели М. Грибель и др. [241]. Сохранение массы требует ра-
венства потоков в обеих фазах на интерфейсе
~v · ~n =
(
1− ̺s
̺l
)
~VΓ · ~n , (68)
где ~v — скорость жидкой фазы и ~VΓ — скорость интерфейса.
Температура на интерфейсе непрерывна Ts = Tl; для формули-
ровки второго условия авторы рассмотрели баланс энергии как
[
̺e(~v − ~VΓ ) + ~q · ~n− ~nTP~n
]l
s
− = −γK~VΓ · ~n , (69)
где e = u + ~v · ~v/2, внутренняя энергия жидкой и твердой фаз
ul = cl(T−Tm) и us = cs(T−Tm)−L соответственно, а член в правой
части связан с энергией интерфейса (эффект Гиббса-Томпсона), τˆ
- тензор напряжений в уравнениях Навье-Стокса
τˆ ij = −pδij + µ
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)
+ λ∇~vδij . (70)
Подробности анализа можно найти в цитированной работе.
Описание интерфейса усложняется в случаях сегрегации компо-
нентов расплава, захвата чужеродных частиц движущимся фрон-
том кристаллизации [78, 220, 242] или огранки кристалла. Явление
сегрегации важно при выращивание тройных соединений полупро-
водников III-V групп [243]. Проблемы роста тройных соединений
GaInAs и GaInSb связаны с большим разделением линий ликви-
дуса и солидуса на фазовой диаграмме и, как следствие, малым
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коэффициентом сегрегации In. Концентрация компонента на ин-
терфейсе возрастает, диффузия и конвекция существенно влияют
на качество и однородность кристалла [243, 244]. Различные дефек-
ты (ячеистая структура, поликристалличность) наблюдаются при
превышении концентрацией In некоторого критического значения
[245]. Температурная зависимость коэффициента диффузии влия-
ет на возникновение неустойчивости [246]. Анализ фазовой грани-
цы должен учитывать ряд локальных взаимосвязанных явлений -
тепломассоперенос, кинетику процессов на интерфейсе, переохла-
ждение, морфологическую устойчивость фронта кристаллизации.
Огранка Огранка часто наблюдается при росте полупрозрач-
ных кристаллов — граница не отслеживает изотерму плавления, а
совпадает с одной из кристаллографичеких плоскостей, кристалл
имеет форму неправильного многогранника. Переохлаждение на
интрефейсе может быть значительным (почти 7 К для кремния
[247], до 20 K для германата висмута [221]). Часто утверждается,
что огранка снижает качество кристалла и ее следует избегать, под-
держивая температурный градиент выше критического значения
[248]. Недавно, однако, почти совершенные кристаллы германата
были получены с полностью ограненным фронтом кристаллизации
[249]. Обсуждение моделирования роста кристалла с частично огра-
ненным интерфейсом см. в работе Вирозуба и Брендона [250].
2.2.2 Рост из паровой фазы
Методы роста кристаллов из газовой (паровой) фазы принято под-
разделять на химическое осаждение и физический транспорт. Пер-
вый метод используется для выращивания ЭС (двойные, тройные,
четверные соединения) для приборов микро- и оптоэлектроники
[20, 251]. Однако, галидная (хлоридная) эпитакия из газовой фазы
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может использоваться и для получения
”
квазиобъемных“ подложек
широкозонных полупроводников.
Иногда рост из паровой фазы удобно рассматривать как двух-
стадийный процесс, явно выделяя перенос из объема в адсорбцион-
ный слой и встраивание материала в решетку [1].
Граничные условия Ниже приведены граничные условия для
уравнений массопереноса в следующих предположениях: 1) свой-
ства адсорбционного слоя идентичны свойствам твердой фазы; 2)
рост лимитируется массопереносом из объема к поверхности:
отсутствие полного потока инертного газа
ρuc0 + J0 = 0, (71)
связь полных потоков компонентов и скоростей гетерогенных хи-
мических реакций
ρuci + Ji = Mi
Nr∑
r=1
νirw˙r , i = 1, . . . , N
r
k , (72)
закон действующих масс (десорбция с поверхности происходит в
условиях термодинамического равновесия)
Nr
k∏
i=1
Xνiri = Kr , r = 1, . . . , Nr (73)
условие нормировки
Nr
k∑
i=0
Xi = 1,
где N rk — число газовых компонент, участвующих в реакции, ин-
декс "0" обозначает инертный (
”
несущий“) газ, NE — число эле-
ментов, NS — число твердых фаз, Nr = N
r
k − NE + NS — число
реакций, νir стехиометрический коэффициент i-го компонента в r-
ой реакции, w˙r скорость r-ой гетерогенной реакции, u — Стефанов-
ская скорость, ci и Mi — массовая концентрация и молярная масс
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i-го компонента, Ji — нормальный диффузионный поток i-го ком-
понента, Kr — константа равновесия r-ой гетерогенной химической
реакции. В отсутствии экспериментальных данных Kr оцениваются
по потенциалам Гиббса индивидуальных веществ при нормальных
условиях Gi
lnKr =
1
RT
Nr
k
+Ns∑
i=1
νirGi − ln
(
ps
p
) Nr
k∑
i=1
νir . (74)
Сублимационный рост Сублимационный рост широкозонных
полупроводников (SiC [252], AlN) проводится, в отличие от эпи-
таксиального роста, в плотно закрытом контейнере. Газовая фаза
может содержать компоненты, отличные от материала кристалла,
(например, при росте SiC — Si, Si2C, SiC2 [103, 253]). Ниже рассмот-
рен сублимационный рост нитрида алюминия.
Простейший для анализа случай сублимационного роста — кон-
груэнтный (бездиффузионный) перенос
”
Стефановским“ ветром [64])
достигается в опыте понижением давления [254]. Скорость роста в
”
вакуумных“ условиях (ростовая ячейка помещена в специальный
контейнер, в котором поддерживается давление около 10−4 Torr)
соответствует скорости роста в атмосфере азота при более высоких
(на 350–400 K) температурах [64]. В другом предельном случае пре-
обладания инертного газа скорость роста пропорциональна разнице
парциальных давлений на источнике и на затравке.
Сублимационный рост AlN можно представить как
(AlN)solid
Sublimation−−−−−−−→
Tgrowth+∆T
Alvapour +
1
2
N2
Deposition−−−−−−→
Tgrowth
(AlN)solid
Метод, развитый в 1976 Г. А. Слэком и Т. Ф. МакНелли [255] (наи-
больший кристалл выращенный ими был длиной 10 мм и диамет-
ром 3 мм) в настоящее время обеспечивает рост монокристаллов
диаметром до 2′′ со скоростью до 1 мм/час [256] и высокое качество
(ППД менее 1000 cm2 [257]).
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Используется как спонтанное зарождение без попытки контроля
ориентации кристалла, так и затравки, обеспечивающие гомоэпи-
такисальный [258] или гетероэпитакисальный рост [259, 260]). При-
меняются подложки из AlN, SiC [261, 262] или других материалов
(сапфир, карбид тантала TaC или ниобия NbC [263]). Разложение
SiC при высоких температурах может спровоцировать рост поли-
кристаллического AlN [264]. В отличие от роста монокристаллов
SiC, при росте AlN не наблюдаются разные политипы: структура
вюрцита 2H имеет наименьшую энергию образования [265].
Продолжительность процесса ограничена деградацией тигля [266,
267] и изоляции из графита [268]; длительное функционирование
источника требует минимизации температурных градиентов в его
пределах [103, 102]. Размер зародыша AlN [269] и морфология кри-
сталла [270] зависят от температуры роста. Дислокации формиру-
ются как в процессе роста, так и на стадии охлаждения при ре-
лаксации термомеханических напряжений [271, 272, 273]. Влияние
разориентации подложки 6H-SiC на моду роста и дефекты изуча-
лось в работах [274], [275]; различные моды роста связаны с низкой
подвижностью адатомов на поверхности кристалла.
Впервые одномерная модель (в пренебрежении переносом) ро-
ста AlN предложена в работе [276] в предположении, что рост ли-
митируется разложением азота. В большинстве последующих ис-
следований считается, что рост определяется переносом газовых
компонентов [277, 278], а скорость роста находится из уравнения
Герца-Кнудсена для потока Al на поверхности AlN; явное выраже-
ние для скорости роста получено для случая малой концентрации
Al в газовой фазе. В этих работах, однако, не определены пределы
применимости приближений для режимов роста (лимитированных
кинетикой или переносом), не учтен массообмен через щели и/или
проницаемую стенку контейнера с окружающей средой, не рассмат-
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ривалась эволюция кристалла и источника и изменение условий
роста, приводящее к изменению формы фронта кристаллизации и
условий формирования дислокаций и других дефектов.
Квазистационарная одномерная модель [64, 279, 280] разработа в
предположении, что 1) только Al и N2 присутствуют в газовой фазе
(летучими примесями можно пренебречь); 2) скорость роста кри-
сталла AlN определяется локальным составом газовой фазы и тем-
пературой, но не зависит от ориентации поверхности (изотропный
рост); 3) испарение происходит только на поверхности источника
(т. е. вместо порошкового источника рассмотрен поликристалл).
Модель основана на упрощенном квазитермодинамическом опи-
сании кинетики на поверхности AlN, которое применялось и к дру-
гим процессам роста (см. [281] и приведенные там ссылки). Исполь-
зуются расширенные соотношения Герца-Кнудсена для двух газо-
вых компонентов Al и N2 Ji = αi(T )βi(T )(P
w
i − P ei ). Здесь, Ji —
молярные потоки, αi(T ) — зависящие от температуры коэффици-
енты прилипания, βi(T ) = (2πµiRT )
−1/2 — столкновительные фак-
торы Герца-Кнудсена, µi — молярные массы, R — газовая посто-
янная, Pwi — парциальные давления на интерфейсе, P
e
i — квази-
равновессные (термодинамические) давления компонентов. Коэф-
фициент прилипания Al, в силу его высокой реактивности, принят
равным 1, в отличие от малого коэффициента прилипания азота.
В работе [279] последний был аппроксимирован как функция тем-
пературы на основании данных по испарению AlN в вакууме [282]
(более поздние данные [283] подтвердили справедливость аппрок-
симации) αN2(T ) = (3.5 exp−30000/T )/(1 + 8 · 1015 exp 55000/T ).
Давления P ei подчиняются закону действующих масс (P
e
Al)
2 P eN2 =
K(T ), гдеK(T )— константа равновесия реакции 2Al+N2 ⇔ 2AlN(s).
Модель была верифицирована сравнением с экспериментальными
данными по скорости роста AlN в зависимости от температуры и
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давления [280] и используется в программном обеспечении Virtual
ReactorTM [104, 284]. Моделирование показало, в частности, высо-
кую чувствительность роста к распределению температуры в кон-
тейнере и важность адекватного описания теплообмена.
Если бы рост происходил в герметичном химически инертном
контейнере, установившееся давление обеспечивало бы постоянство
разницы в количестве атомов алюминия и азота — массообмен твер-
дое тело — пар происходит стехиометрически на поверхности AlN.
Из-за существования щелей и проницаемости графитовых стенок
окружающая среда влияет на рост. В равновесии Ji = 0, P
e
i = P
w
i ,
давления компонентов находятся из системы
(PwAl)
2 PwN2 = K(T ) (75)
PwAl + P
w
N2
= P, (76)
где P — полное давление в контейнере. Анализ показывает, что
если P > P ⋆(T ) = 3/2[2K(T )]1/3, где P ⋆ обозначает критическое
давление, существуют два решения для смесей, обогащенных ато-
мами Al или N. Поскольку происходит массообмен с окружающей
средой (азот), следует выбрать второе решение. Если P = P ⋆(T ),
существует единственное решение, соответствующее стехиометри-
ческому составу, а если P < P ⋆(T ) — решения нет.
Это означает, что в герметически закрытом контейнере равно-
весное давление всегда выше критического. В негерметичном кон-
тейнере равновесие невозможно, если давление ниже критическо-
го: в этом случае испаряются источник и затравка, а смесь Al/N2
выходит из контейнера. Массообмен с окружающей средой проис-
ходит через щель между стенкой контейнера и крышкой, давления
внутри и снаружи близки при высоком внешнем давлении, но зна-
чительно отличаются при уменьшении последнего, завися от гид-
равлического сопротивления зазора ζ (скорость роста при этом па-
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дает). При достаточно низком внешнем давлении P 0a начинается ис-
парение кристалла. Значение P 0a уменьшается с гидравлическим со-
противлением (при достаточно высоком значении ζ испарения кри-
сталла не происходит при сколь угодно малом внешнем давлении).
Скорость роста/испарения определяется локальным пересыщени-
ем. Поток на интерфейсе можно оценить как [27, 69]
J ≈ (P
w
Al)
2 PwN2/K(T )− 1
4/[3βAl(T )PwAl] + 1/[3αN2βN2(T )P
w
N2
]
. (77)
Здесь в числителе локальное пересыщение, а знаменатель соответ-
ствует локальному кинетическому сопротивлению. На периферии
пересыщение оказывается отрицательным из-за утечки через коль-
цевую щель, приводя к грибообразной форме кристалла [68, 69].
2.3 Электромагнитные явления
Степень связи электромагнитных явлений с другими процессами
различна в разных методах роста. СВЧ нагрев можно рассмат-
ривать независимо от теплообмена. Возможность независмого рас-
смотрения магнитного поля, используемого для подавления турбу-
лентных пульсаций или для интенсификации перемешивания рас-
плава, определяется магнитным числом Рейнольдса Rem [285]. В
методе зонной плавки электромагнитная задача связана не только с
расчетом течения расплава, но и с переносом примеси вблизи фрон-
та кристаллизации через электрическую проводимость [138, 13].
Обычно диэлектрическую проницаемость ǫ и магнитную прони-
цаемость µ˜ принимают постоянными (линейная изотропная среда),
поэтому уравнения Максвеела записываются в виде
∇ · (ǫE) = ρe,∇ ·B = 0,∇×E = −∂B
∂t
,∇×
(
B
µ˜
)
= j+ ǫ
∂E
∂t
. (78)
В силу соленоидальности B можно ввести векторный потенциал
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A ∇×A = B, тогда закон Фарадея запишется как
∇×
(
E+
∂A
∂t
)
= 0, (79)
что позволяет ввести скалярный потенциал φ
E = −∇φ−
(
∂A
∂t
)
. (80)
Векторный потенциал подчиняется закону Ампера
∇×∇×A+ ǫµ˜ ∂
∂t
(
∇φ+ ∂A
∂t
)
= µ˜j,
где плотность тока j - сумма компонеты, индуцированной внешним
генератором jext и вихревой компоненты, индуцированной в нагруз-
ке jeddy. Это уравнение преобразуется с помощью калибровки Ло-
ренца ∇ ·A+ ǫµ˜∂φ/∂t = 0 к
∇2A− ǫµ˜∂
2A
∂t2
= −µ˜j. (81)
Подобное уравнение получается для скалярного потенциала
∇2φ− ǫµ˜∂
2φ
∂t2
= −ρe
ǫ
. (82)
СВЧ нагрев СВЧ нагрев [286] при сублимационном росте, в ме-
тоде Бриджмена и ряде других слабо связан с задачей теплообмена
— только через температурную зависимость материальных свойств.
Отсутствие свободных зарядов ρe = 0 позволяет избавиться от ска-
лярного потенциала. Электромагнитное поле обычно считается гар-
моническим с амплитудой и фазовым сдвигом, зависящими от по-
ложения Φ(t) = Φme
i(ωt+φ) [287]. Тогда jeddy = σEeddy = −iσωextA.
Записывая A = A0e
iωextt имеем:
∇2A0 − ǫω2extµ˜A0 − iωextσµ˜A0 = µ˜j0, (83)
где σ — электропроводность, j0 — амплитуда тока, приложенного к
системе; вторым членом можно пренебречь, т. к. в ростовых уста-
новках L << c/ωext. Мгновенное выделение энергии
−jE = σ
(
A
∂t
)2
.
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Поскольку время релаксации значительно меньше характерного теп-
лового, тепловыделение дается усредненной по времени величиной
Q =
1
2
σω2ext|A0|2. (84)
Нагревательные системы часто (приблизительно) осесимметрич-
ны: пренебрегая спиральностью индукционной катушки, запишем
j0 = j0eθ. Тогда требуется найти только азимутальную компоненту
Aθ векторного потенциала из уравнения
1
r
∂
∂r
(
r
∂Aθ
∂r
)
− Aθ
r2
+
∂2Aθ
z2
− iωextσµ˜Aθ = −µ˜Jθ.
Действие магнитного поля на течение расплава Исполь-
зование магнитного поля для подавления турбулентных пульса-
ций при выращивании Si методом Чохральского является обычным
(впервые, однако, оно применено при росте InSb [285]). Движение
расплава поперек магнитных линий порождает индукционный ток
J = σ(V ×B). В итоге появляется сила Лоренца F = J×B, дей-
ствующая на расплав.
Закон Ома j = σ(E + V × B) позволяет исключить электриче-
кий ток из закона Ампера, что (в предположении σ = const) после
применения операции вихря дает
∇×
(
∇× B
µ˜
)
= σ∇× (E+V ×B). (85)
Использование уравнения Фарадея для исключения E дает урав-
нение переноса магнитного поля [288], которое показывает связь
магнитного поля B и поля скорости V.
∂B
∂t
+ (V · ∇)B = 1
µ˜σ
∇2B+B · (∇V). (86)
Член с Лапласианом соответствует диффузии магнитного поля,
а последний член - растяжению магнитных силовых линий из-за
градиента скорости. Мерой связи поля скорости V и магнитного
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поля B служит магнитное число Рейнольдса Rem = µ˜σV L =
V L
η
,
где η - коэффициент магнитной диффузии. При малых Rem рас-
чет магнитного поля отщепляется от гидродинамической задачи:
магнитное поле не зависит от скорости (но влияет на течение)
∂B
∂t
=
1
µ˜σ
∇2B. (87)
В случае приложения статического магнитного поля к течению
с малым Rem имеем ∇2B = 0. Сила Лоренца записывается как
Ha2∇× (B)×B, Ha = (√σµ˜B0L0) — число Гартмана.
На практике используется магнитное поле разной природы —
стационарное (горизонтальное, вертикальное, неоднородное) или неста-
ционарное (вращающееся, бегущее, пульсирующее). Заметим, что
для генерации одной и той же плотности электромагнитной си-
лы FEM требуется значительно большая индукция B стационар-
ного поля (B ≈
√
FEM/(σu)), чем в нестационарном случае (B ≈√
FEM/(σB2πfL)).
Высокочастотное магнитное поле проникает на глубину, опреде-
ляемую скин-эффектом - вводится безразмерный параметр экрани-
рования Rω = µ˜σωextL
2, позволяющий записать
Rω
∂B
∂t
= ∇2B. (88)
Параметр экранирования можно интерретировать как
Rω =
диффузионное время B
период колебаний Bext)
.
Введение глубины проникания магнитного поля δ⋆m =
√
2/µ˜σωext
позволяет записать Rω = 2(L/δ
⋆
m)
2 [288].
Частота внешнего магнитного поля для перемешивания распла-
ва выбирается на основе времени реакции течения расплава. В слу-
чае вращающегося магнитного поля B = B0(cos(θ−ωextt)er−sin(θ−
ωextt)eθ) отношение электромагнитных сил к вязким характеризу-
ется магнитным числом Тэйлора Tam =
σωextB20L
4
0
2ρν2
.
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Для магнитного поля низкой частоты эффект экранирования
слаб Rω ≪ 1: глубина проникания значительно больше размера
области расплава. При росте кристаллов обычно Rω ≫ Rm и низ-
кочастотное приближение справедливо (ν/L0 — масштаб скорости),
если частота удовлетворяет условию [288]
ν
L20
≪ ωext ≪ 1
µ˜σL20
. (89)
Используются и другие упрощения (например, идеально прово-
дящие или изолирующие стенки [289]), требующие аккуратности —
так, нельзя считать границу расплав-кристалл изолирующей или
пренебрегать слабым электрическим током в кристалле [290].
Альтернативная формулировка уравнений магнитной гидроди-
намики (формулировка скорость - ток) [289, 291] использует плот-
ность тока вместо индукции магнитного поля как неизвестную пе-
ременную. Магнитное поле индуцируется токами j во внешних про-
водниках и в расплаве согласно закону Био-Савара
B(x) = − µ˜
4π
∫
R3
x− y
|x− y|3 × j(y)d
3y. (90)
Это соотношение обеспечивает ∇×B = µ˜j,∇ ·B = 0 в R3.
2.4 Оценка качества выращенного кристалла
Моделирование тепломассообмена дает скорость роста (и, т. о., фор-
му кристалла) и состав. Для оценки качества кристалла необходимо
исследовать формирование дефектов — нарушений трансляцион-
ной симметрии кристалла - и их эволюцию как в процессе роста, так
и на стадии охлаждения. Одна из возможных схем классификации
дефектов основана на их размерности [292]: нульмерные (точечные)
дефекты (вакансии, собственные межузельные атомы, примесные
атомы замещения или внедрения [109, 293]), линейные (дислокации
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и их коллективные структуры, например, ячеистые [82]), двумер-
ные (границы зерен, двойники, малоугловые границы для бинар-
ных соединений полупроводников A3B5 — GaAs, InP [294]), локали-
зованные трехмерные (преципитаты, скопления вакансий, класте-
ры Si для кремния, микропузырьки для оптических кристаллов,
микротрубки и включения иных политипов для карбида кремния,
трещины для тройных соединений), диффузные трехмерные (хи-
мическая неоднородность, остаточные напряжения). Степень связи
оценки качества кристалла с расчетом тепломассообмена варьиру-
ется (Табл. 5). Например, неоднородность состава и концентрация
микропузырьков в оптических кристаллах определяется одновре-
менно со скоростью роста. Вычисление термоупругих и концентра-
ционных напряжений в случае, когда нет пластической деформа-
ции, является стационарной задачей в силу большой скорости зву-
ка в твердых телах и может проводиться независимо, так же как и
нестационарный анализ эволюции преципитатов кислорода и скоп-
лений вакансий в кремнии.
Примеси Не все примеси вредны. Иногда утвержается, что хоро-
ший кристалл кремния должен содержать минимальное количество
кислорода и углерода [295] или что "примеси встраиваются в кри-
сталл, снижая его качество" [287]. На деле содержание кислорода в
кремнии должно быть в пределах (1−4)·1017 atoms/cm3 [6] посколь-
ку кислород 1) увеличивает жесткость кристаллической решетки,
что стабилизирует кремниевые подложки, и 2) служит центрами
геттерирования для нежелательных примесей.
Взаимодействие расплава со стенками тигля приводит к поступ-
лению кислорода в расплав согласно реакции (SiO2)
solid −→ (Si)liquid+
2(O)gas [296]. Растворимость кислорода в кремнии зависит от тем-
пературы [297] и от концентрации бора [298]. Кислород переносится
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расплавом и частично испаряется со свободной поверхности в виде
окиси кремния, частично встраивается в растущий кристалл. Ко-
эффициент сегрегации полагается равным 1 - граничное условие на
интерфейсе формулируется как нулевой нормальный градиент кон-
центрации. Реакция газообразной окиси кремния с графитовыми
элементами установки дает карбид кремния и окись углерода, кото-
рые частично удаляются с потоком аргона [15]. Перенос кислорода
в расплаве и окиси кремния в потоке инертного газа рассчитывает-
ся с использованием полей скорости, температуры и турбулентной
вязкости, полученных при расчете тепломассообмена.
Уровень примесей критичен в случае объемных монокристал-
лов нитридов III группы, используемых для производства подло-
жек для полупроводниковых приборов. Наилучшие подложки для
приборов на основе GaN - GaN и AlN. Последние предпочтитель-
нее для приборов с высоким содержакнием Al, например, УФ све-
тодиодов (AlN прозрачен для длин волн до 200 нм), полевых тран-
зисторов, вертикальных и горизонтальных диодов Шоттки и p-i-n
диодов [299] (непреднамеренно легированные кристаллы AlN — изо-
ляторы12 в отличие от кристаллов GaN, характеризуемых высокой
концентрацией свободных электронов [302]13).
12Концентрация кислорода в кристаллах AlN, выращенных сублимационным
методом, высока [300]; однако, большая часть атомов кислорода встроена не как
мелкий донор, а как примесь, образующая комплексы с точечными и протяжен-
ными дефектами, расположенные глубоко в запрещенной зоне [301, 302, 303].
При концентрации кислорода ниже критического уровня формируются вакан-
сии Al, при более высоких концентрациях образуется дефект на основе ок-
тоэдрически координированных атомов Al [20]. Кислород сильнее влияет на
теплопроводность AlN из-за рассеяния фононов на дефектах, природа кото-
рых зависит от концентрации кислорода [20, 304]. Так, эффективным центром
рассеяния фононов является дефект замещения вакансии алюминия [267].
13 Так, в кристаллах GaN, выращенных гидридной газофазной эпитаксией,
непреднамеренное легирование n-типа имеет источником кремний и кислород,
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Дефекты В случае чисто упругой деформации кристалла напря-
жение на любой стадии роста может быть вычислено независимо.
Термоупругая задача является трехмерной даже для осесиммет-
ричных кристаллов, за исключением случая специальной ориента-
ции главных осей [307, 272, 308]. Напряжение, вызванное гради-
ентами температуры (а также неоднородностью состава тройных
соединений) может приводить к растрескиванию хрупких кристал-
лов [309]. Композиционное напряжение в тройных кристаллах, со-
держащих Ga и In, может значительно превышать термоупругое,
поскольку радиусы атомов Ga и In отличаются на 12% [244].
Превышение напряжением критического значения в ковких кри-
сталлах приводит к ползучести. Модели эволюции дислокаций обыч-
но оперируют зависимостью скорости пластической деформации от
девиатора тензора напряжений и параметров дислокаций (вектор
Бюргерса, скорость и т. д.) [310, 311] и уравнением для изменения
ППД [248, 312, 313]. Дислокации присутствуют практически во всех
кристаллах, другие дефекты специфичны для определенных мате-
риалов. Например, двойники и малоугловые границы важны для
полупроводниковых кристаллов A3B5 (GaAs, InP), включения ино-
го политипа наблюдаются в SiC, встраивание микропузырьков [314]
губительно для оксидов, галидов и других оптических кристаллов.
Встраивание первичных точечных дефектов в кристалл крем-
ния и их эволюция, включая формирование комплексов вакансий
и преципитатов кислорода, определяются интерфейсом (форма и
температурный градиент), наличием примесей, тепловой историей.
Анализ этих вопросов можно найти в обзоре [315].
испаряющиеся из кварцевых элементов реактора [36]. Компенсационное легиро-
вание атомами железа позволяет добиться полуизолирующих кристаллов [305]
с наименьшим уровнем концентрации свободных носителей 5 · 1013 cm−3 [306].
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3 Верификация
Верификация — проверка правильности реализации модели и адек-
ватность модели реальности. В англоязычной литературе исполь-
зуются термины verification и validation соответственно [316, 80].
3.1 Верификация корректности реализации
Это математический вопрос [316]. Источники ошибок перечисле-
ны Оберкампфом и Трукано [317]: недостаточное разрешение (про-
странственное и временное), недостаточная сходимость итераци-
онного процесса, ошибки округления, ошибки программирования.
Ошибки последнего типа особенно трудно найти, когда ПО дает
”
умеренно неверные“ результаты [317]. Исследование Хаттона [318]
обнаружило поразительно большое число таких ошибок — в более
чем 100 регулярно используемых научных программах (исследова-
тельских и коммерческих).
Верификация осуществляется сравнением с эталонными реше-
ниями трех сортов: 1) аналитические решения, включая получен-
ные так называемым методом изготовленных решений [319, 320,
321]; 2) решения обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ);
3) решения уравнений в частных производных.
Метод изготовленных решений прост, но утомителен: выбран-
ное аналитическое “точное” решение φex(t, x, y, z) подставляется в
уравнения для получения правых частей fex = L(φex, φ
′
ex, φ
′′
ex) и
необходимых граничных и начальных условий. Его полезность для
суждения о методах, используемых для решения реальных задач,
однако, определяется близостью выбранного решения реальным яв-
лениям. Наличие аналитического решения значительно уменьшает
время тестирования нестационарных программ, позволяя ограни-
чить интегрирование коротким временным интервалом.
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Использование аналитических и эталонных решений ОДУ для
тестирования многомерных программ использует свойства симмет-
рии: можно решать одномерную задачу (имеющую цилиндриче-
скую или сферическую симметрию14), используя двумерные или
трехмерные расчетные сетки.
Известен ряд многомерных эталонных решений: течение в по-
лости с подвижной верхней крышкой [322, 323, 324], ламинарная
конвекция в квадратной [325, 326, 327] и кубической [328] поло-
стях, течение над ступенью с теплообменом [329], упрощенные схе-
мы течения расплава в методе Чохральского [330], осесимметрич-
ная задача о тепломассобмене при химическом осаждении кремния
из силана в реакторе с вращающимся диском [193].
3.2 Верификация адекватности модели
Это второй этап оценки достоверности моделирования. Заметим,
что не следует опускать первый: само по себе успешное сравнение
с экспериментальными данными недостаточно в силу ограничен-
ности числа тестов, "графического" характера сопоставления в
большинстве работ (ведущего к сомнительным утверждениям вро-
де semi-quantitatively identical results — "полуколичественно иден-
14 Например, Г. Патерсон в 1952 получил аналитическое решение задачи Сте-
фана в цилиндрических координатах. Линейный источник тепла Q активиро-
ван в момент времени t = 0 на оси симметрии бесконечного тела, имеющего
температуру Ts < Tm. Решение Патерсона имеет вид [238] (Ei(x) - экспоненци-
альная интегральная функция): положение интерфейса R(t) = 2λ
√
αst; темпе-
ратура жидкой и твердой фаз
Tl(r, t) = Ts+
Tm − Ts
Ei(−λ2αs/αl) Ei
(
− r
2
4αst
)
, Ts(r, t) = Tm− Q
4πκs
[
Ei
(
− r
2
4αst
)
− Ei(λ2)
]
.
Параметр λ находится из уравнения
− Q
4π
e−λ
2
+
κl(Tm − Ts)
Ei(−λ2αs/αl)e
−λ2αs/αl = λ2αs̺L.
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тичные результаты" [331]) и возможной компенсации ошибок.
В силу сложности исследования процессов в реальных росто-
вых установках используются упрощенные конфигурации, позво-
ляющие изучать те или иные аспекты проблемы [317]. Несколько
таких задач приведено в работе [332], включая т.н. "цилиндриче-
скую конфигурацию" (цилиндрический контейнер с коаксиальным
цилиндрическим нагревателем) и "полузона" (“half zone”) [333, 139],
которая имитирует жидкий мост в методе зонной плавки.
Большинство экспериментальных исследований направлены на
характеризацию выращиваемых кристаллов [334] - разнообразные
методы позволяют изучать поверхностные и объемные дефекты
[335]. Такие техники как микроскопия фазового контраста, диф-
ференциальная интерферометрическая микроскопия, атомная си-
ловая микроскопия, сканирующая туннельная микроскопия позво-
ляют визуализировать растущие ступени нанометровой высоты. В
специальных случаях - при кристаллизации белков - возможно да-
же отслеживать поведение индивидуальных "единиц роста" в си-
лу значительного размера макромолекул и большого характерного
времени [336, 337, 338]. Формирование и пространственное распре-
деление дислокаций, других дефектов решетки, химических неод-
нородностей в кристаллах исследуется с помощью рентгеновской
топографии, томографии с использованием лазерного луча или ка-
тодолюминесценции, ренгеновской флюоресценции и т. п.
Серьезные технические трудности препятствуют визуализации
течения и измерениям in situ температуры и поля концентраций.
Одна из причин - экстремальные условия роста (например, рост
монокристаллов GaN из расплава азота в галлии проводится при
температуре около 1800 K и давлении до 15 000 бар [51, 339], а
сублимационный рост AlN и SiC - при температуре выше 2500 K).
Более того, и аммонотермальный, и сублимационный рост прово-
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дится в герметически закрытых контейнерах. Исследование кине-
тики кристаллизации в растворе также затруднительно [340].
Визуализация течения непрозрачного расплава возможна с по-
мощью радиоактивных меток [341] или рентгеновской радиографии
[342, 343], основанной на зависимости поглощения от плотности ма-
териала. Более сложным является случай сплава, т. к. вариации
как температуры, так и концентрации меняют плотность и, сле-
довательно, поглощение. Если коэффициент поглощения одного из
компонентов значительно больше, чем остальных, можно визуали-
зировать распределение концентрации [344]. Рентгеновскую радио-
графию можно использовать для отслеживания фронта кристал-
лизации [345], конфокальная сканирующая лазерная микроскопия
позволяет измерить переохлаждение расплава на грани кристалла
[247]. Для получения формы и положения фронта кристаллизации
используется периодическое возмущение условий роста [292].
Уникальный метод непосредственного измерения температуры
на интерфейсе, основанный на прозрачности кристалла германата
висмута Bi4Ge3O12 и непрозрачности расплава, позволил Голышеву
и др. [221, 346] изучить in situ переохлаждение расплава на фазовой
границе в методе осевого теплового потока.
В немногих работах приводятся надежные результаты исследо-
вания распределения температуры в ростовой установке. Авторы
[347] измерили градиент температуры в растворе фосфорной кис-
лоты при выращивании кристаллов AlPO4 и GaPO4 при 500 K. Из-
мерения флуктуаций температуры, вызванных термокапиллярной
конвекцией в слое жидкого металла (Si, Mo), проведены как в зем-
ных условиях, так и при пониженной гравитации (см., например,
[348, 349]).
Видимо, наиболее полные и надежные исследования распреде-
ления температуры при росте кремния методом Чохральского про-
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вели Г. Мюллер с коллегами [151, 350] с помощью термопар и опти-
ческих датчиков, несомненное превосходство последних позволило
измерить высокочастотную область турбулентного спектра. Авто-
ры также разработали сенсоры для измерения концентрации кис-
лорода как в расплаве, так и в газовой фазе [350]. Известен метод
отслеживания фазовой границы на основе различия электропро-
водности кристалла и расплава [351]: индуцированный ток в пре-
делах элемента, содержащего интерфейс, зависит от доли жидкой
фазы. Очевидно, его нельзя использовать для роста кристаллов ди-
электриков, но метод применим к исследованию кристаллизации
полупроводников: например, электропроводность арсенида галлия
меняется в 15 раз при плавлении [352].
Трудности исследования реальных процессов роста кристаллов
стимулируют физическое моделирование. Так, для изучения метода
Чохральского использовали силиконовое масло [353], воду, спирт,
расплав NaCl-CaCl2, сплав Вуда [354, 355]. Л. Горбунов и др. [356]
применили эвтектическую смесь InGaSn с температурой плавления
285 K. Подбирая размер тигля, магнитную индукцию, скорости вра-
щения "кристалла" и тигля, авторы добились равенства 4 крите-
риев подобия (чисел Грасгофа, Гартмана, двух чисел Рейнольдса
— по вращению кристалла и тигля) в физическом эксперименте и
реальном росте кристаллов кремния диаметром 200 мм. Специаль-
ные устройства эмулировали потери тепла излучением свободной
поверхности. Однако, вряд ли возможно имитировать эффект Ма-
рангони и сдвиговое напряжение, вызванное потоком газа; граница
"кристалла" в эксперименте с InGaSn была плоской, в то время
как интерфейс кремния имеет значительную кривизну.
Основной экспериментальной информацией для верификации
численных методов остается форма фазовой границы.
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3.3 Оптимизация режимов роста и ростовых уста-
новок
В некоторых примерах оптимизации режимов выращивания моно-
кристаллов или ростовых установок число контрольных парамет-
ров мало (например, положение и мощность нагревателя в росте из
расплава [248, 357] или массовые расходы газов и скорость враще-
ния подложкодержателя в эпитаксиальном реакторе [358]) и потому
можно обойтись без регуляризации задачи. Эта процедура обяза-
тельна, когда число параметров значительно [118], как, например,
для контроля состава тройных соединений AlxGa1−xAs в газофаз-
ной эпитаксии [359] или при оптимизации формы тигля для субли-
мационного роста монокристаллов SiC [103, 253]. Отметим также
применение сопряженного метода для оптимизации распределения
граничного теплового потока в методе направленной кристаллиза-
ции и методе Бриджмена [360] и оптимизацию температуры поверх-
ности кристалла в методе Чохральского [361].
Поскольку решение прямой задачи трудоемко, на начальных
этапах отимизации часто используют т.н. "суррогатные" модели
[362]. Такие модели получают либо из физических соображений (на-
пример, уменьшение пространственной размерности задачи), либо
формальными процедурами как модели "черного ящика" с помо-
щью многопараметрической аппроксимации, регрессионных мето-
дов, нейронных сетей, кригинга и т. п. [363]). Заметим, что послед-
ний подход позволяет сочетать данные расчетов и экспериментов.
Параметрическое геометрическое моделирование, которое сво-
дится к деформации кривых/поверхностей, существенно ограничи-
вает пространство поиска - следует допустить топологические из-
менения в системе для оптимизации всей ростовой установки. Оче-
видно, в настоящее время в этом отношении моделирование роста
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кристаллов значительно уступает более зрелым областям, напри-
мер, оптимизации в аэрокосмической сфере [363, 364].
4 Программное обеспечение (ПО)
4.1 Требования
Моделирование роста кристаллов смещается из исследовательских
институтов в промышленность в силу ряда причин: доступность от-
крытого и коммерческого ПО для решения задач гидродинамики
и теплообмена [365]; дешевизна мощных вычислительных систем;
нежелание раскрывать конфиденциальную информацию; возмож-
ность использовать ПО в каждодневной работе.
Однако "коммерческое ПО не может эффективно использовать-
ся в промышленности без поддержки специалистов по механике
жидкости" [366]. В начале 2000 ЕС инициировал огромный про-
ект (более 40 организаций из 11 стран) QNET-CFD [366], целью
которого было не проведение исследований, но анализ практики ис-
пользования ПО в ряде областей механики жидкости и тепломассо-
обмена (внешняя аэродинамика, горение, химическая промышлен-
ность, окружающая среда, течения в турбинах) и выработка ре-
комендаций. Моделирование роста кристаллов, основанное на вы-
числительной гидродинамике и вычислительном теломассообмене,
наследует их проблемы, добавляя неизвестную фазовую границу,
огранку кристаллов, анизотропию их свойств, формирование и эво-
люцию точечных и протяженных дефектов. Необходимо ПО, кото-
рое "экранировало" бы инженеров от вычислительных аспектов,
позволяя сконцентрироваться на стоящих перед ними проблемах.
Создание таких симуляторов роста кристаллов возможно либо
разработкой оболочки, обеспечивающей адаптацию коммерческого
ПО общего назначения, либо проектированием специализированно-
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го ПО. Первый подход к настоящему времени успешен только для
эпитаксии (Табл. 6). Моделирование роста монокристаллов труд-
нее, т.к. требует решения междисциплинарной задачи в многоблоч-
ной области, а иногда и использования разных моделей в пределах
одной подзадачи (например, турбулентное течение расплава и ла-
минарное течение газа в методе Чохральского).
В Табл. 7 сравниваются требования к ПО, предназначенному
для научных исследований и для решения инженерных задач.
Может ли ПО быть "дружелюбным"? Утверждается, что
термин "дружелюбный" применительно к ПО не допускает коли-
чественной оценки [367]. Это не так - например, можно определить
среднее время освоения ПО или число операций/время, необходи-
мое для задания геометрии задачи и спецификации условий роста.
Разработчики ПО в силах 1) использовать интуитивно понятный
графический интерфейс; 2) минимизировать действия пользовате-
ля для формулировки задачи; 3) использовать алгоритмы, которые
не требуют подстройки в процессе расчетов и 4) единицы физиче-
ских величин и переменные, принятые в эксперименте.
Например, возможно автоматическое определение блоков из "про-
волочной" геометрии, заданной пользователем, определение внут-
ренних (межблочных) границ, корректировка геометрии задачи из-
за роста кристалла и/или движения нагревателя, в том числе топо-
логические изменения (новые блоки и новые внутренние границы),
генерация расчетной сетки.
Полная автоматизация невозможна. Наиболее трудоемкий этап
- спецификация геометрии [368]). Импорт из программ компьютер-
ного дизайна (CAD) требует "ремонта" данных [369]: многие фор-
маты CAD не содержат отношения соседства, поэтому необходи-
мо восстановить топологию модели [370], что затрудняет наличие
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ошибочных зазоров между элементами сетки [371, 372]. Причиной
несогласованности в данных CAD (например, грань, ребра которой
не составляют замкнутую цепь) является различие в допустимой
погрешности, принятой в CAD, и требуемой для генераторов сеток
[368]. В настоящее время ручная "починка" (с помощью интерак-
тивных инструментов [373]) неизбежна для сложной геометрии.
В идеале ПО должно представлять собой черный ящик, не тре-
бующий вмешательства пользователя и обеспечивающий получе-
ние решения, которое от пользователя не зависит ( user-independent
- W.G. Habashi et al., [374]). Цена надежности — эффективность,
поэтому необходима адаптивность различной природы: например,
адаптация сетки [375, 376], использование для решения больших
разреженных систем уравнений адаптивных полиалгоритмов (упо-
рядоченый набор алгоритмов, от быстрого ненадежного к медлен-
ному надежному) с автоматическим переключением [377].
4.2 Параллельные вычисления
Численное моделирование роста кремния в промышленных уста-
новках требует значительных вычислительных ресурсов, наиболее
трудоемким является трехмерный расчет турбулентного течения
расплава. Параллельные вычисления позволяют значительно сни-
зить продолжительность цикла моделирования.
Эффективность параллельных вычислений характеризуется уско-
рением Sn и полной эффективностью E
tot
n , определяемой как [378]
Sn = Ts/Tp, E
tot
n = Ts/nTp где n - число процессоров, а Ts и Tp —
время работы последовательного и параллельного алгоритмов, со-
ответственно. Полная эффективность есть произведение трех фак-
торов [379]: параллельной эффективности, численной эффективно-
сти и эффективности баланса нагрузки. Первая определяется как
Eparn = Tcomp/(Tcomp + Tcomm), где Tcomp - время вычислений и Tcomm
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— время обмена сообщениями.
Решение уравнений в частных производных методами конечных
разностей или конечных объемов на системах с централизованным
управлением потоком данных ( Single Instruction Multiple Data -
SIMD) требует разбиения расчетной сетки на подобласти, размер
которых пропорционален мощности процессора при минимизации
обменов информацией между процессорами. Это означает мини-
мизацию целевой функции H = Tcomp + Tcomm. Первое слагаемое,
очевидно, Tcomp = maxq (NqTq), где Nq — число узлов (ячеек), при-
писанных процессору q, а Tq — время выполнения одной итерации
(производительность процессоров может различаться). Время ком-
муникаций Tcomm определяется коммуникационной матрицей Cpq.
Cpq — число узлов сетки, принадлежащих процессору p, которые
необходимы процессору q для выполнения итерации. Зависимость
Tcomm от Cpq определяется архитектурой многопроцессорного ком-
плекса. Для кластера рабочих станций [380]:
Tcomm =
∑
pq
(Cpq/b+ δ (Cpq)L) , (91)
где L — латентность сети (время, необходимое для начала обмена
между парой процессоров) и b— эффективная ширина пропускания
b = 1/tvertex, где tvertex - время, требуемое для передачи информа-
ции, относящейся к одной вершине.
Параллельная версия, использующая библиотеку MPI, описана
в [381]; существенным элементом является введение вспомогатель-
ного индекса для каждой ячейки многоблочной структурированной
сетки, обеспечивающего непрерывность нумерации. Расчеты прове-
дены для роста кристаллов кремния 100 и 300 мм на двух кластерах
рабочих станций, использующих Fast Ethernet и Myrinet; послед-
ний обеспечивает более высокую эффективность распараллелива-
ния (ускорение составило 9.15 на системе из 20 процессоров).
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4.3 Образование
Информационные технологии (ИТ) играют двоякую роль в инже-
нерном образовании: с одной стороны, именно они в значительной
степени формируют требования к выпускникам ВУЗов, с другой –
предоставляют средства для создания образовательной среды ново-
го поколения, существенно отличающейся способом подачи знаний.
Основными задачами образования являются [382, 383, 384]: много-
дисциплинарное образование и системный уровень подачи материа-
ла; ориентация на практическое использование получаемых знаний,
т. е. смещение акцента с "получения"знаний как набора сведений
на развитие навыков их использования и генерацию нового знания,
чтобы избежать ситуации
”
выпусникник знает все, может ничего“;
адаптация средств обучения к личности обучаемого (его опыту, по-
требностям, стилю).
Компьютерно-Ориентированные Средства Обучения (КОСО, в
англоязычной литературе CBE – Computer Based Education) акцент
делают на двух уникальных возможностях ИТ: 1) гипермедийные
средства подачи материала и 2) численное моделирование техниче-
ского устройства или системы.
Первая дает статистически значимые сдвиги в эффективности
обучения [385] и становится de facto стандартом [386], но «чис-
ленное моделирование» часто сводится к анимации. Моделирова-
ние требует 1) наличия компьютерной модели реального техниче-
ского устройства или системы; 2) предоставления обучаемому воз-
можности экспериментировать с моделью. Выполнение этих тре-
бований позволяет добавить слово
”
инженерный“ в определение:
Computer-Based Engineering Education (CBEE). Пример такого ПО
("eduware"), основанного на моделировании сублимационного роста
монокристаллов, описан в [387, 388].
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5 Заключение
Дан обзор тепломассобмена при росте монокристаллов. Рассмотре-
ны особенности теплообмена теплопроводностью, конвекцией и из-
лучением (с учетом полупрозрачности кристаллов и наличия диф-
фузно и зеркально отражающих поверхностей) при росте из рас-
плава и паровой фазы. Обсуждены вопросы характеризации каче-
ства монокристаллов, проблемы верификации моделей и оптими-
зации ростовых установок и режимов выращивания, особенности
программного обеспечения, предназначенного для фундаменталь-
ных и прикладных исследований.
В заключение следует сделать ряд общих замечаний.
• Иногда утверждается, что зрелость программного обеспече-
ния — исследовательского или промышленного - определяет-
ся уровнем его верификации [389]. Это упрошение. Если тре-
буется единственный параметр для характеризации практи-
ческой ценности моделирования, наилучший выбор — надеж-
ность предсказания [390]. Заметим, однако, что этот критерий
характеризует не ПО как таковое, а моделирование, будучи
зависимым от целей последнего. Очевидно, одни и те же рас-
четы можно рассматривать успешными, если требовалось вы-
явить некоторые тенденции, и неудачными, если искался оп-
тимальный размер элемента ростовой установки (например,
экрана в установке для выращивания кремния методом Чо-
хральского [391, 392, 393, 394, 395]).
• Джеффри Дерби как-то адаптировал известное высказыва-
ние Пикассо (
”
Искусство — ложь, которая заставляет понять
правду“): Модель — ложь, которая помогает понять правду
[396]. Очевидно, нужно искать компромисс между полнотой
модели и ее реализуемостью [101] (“модель описывает часть
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реальной системы, используя подобные, но более простые струк-
туры [113]). Правильное отношение к разработке модели мож-
но заимствовать из письма Б. Паскаля от 14 декабря 1656
г.: "Я сделал письмо таким длинным, т. к. не имел времени
сделать его короче". Создание модели заканчивается не то-
гда, когда учтены все физические явления (“общий подход —
включать все новые явления в моделирование” [292]), но когда
модель нельзя упростить, не разрушив ее 15. Такую модель
иногда называют минимальной.
• Чтобы не утонуть в океане данных, следует помнить, что боль-
ше данных - не обязательно больше информации, больше ин-
формации - не обязательно больше знания, а больше знания
- не обязательно больше мудрости - как полвека назад преду-
преждал Р. В. Хемминг в классической монографии
”
Числен-
ные методы для научных работников и инженеров“ (McGraw-
Hill, New York, 1962; Наука, М., 1968): цель расчетов -
понимание, а не числа.
Автор благодарен М. В. Богданову, А. О. Галюкову, И. А. Жма-
кину, В. В. Калаеву, С. Ю. Карпову, С. К. Кочугуеву, А. В. Кулику,
Д. П. Луканину, Ю. Н. Макрову, М. Н. Немцевой, Д. Х. Офенгейму,
М. С. Рамму, Э. А. Рудинскому, А. С. Сегалю, Е. М. Смирнову, В.
С. Юфереву за сотрудничество и полезные обсуждения.
15 Так, к сожалению, иногда поступают, как, например, в недавней работе
[295], сообщающей о моделировании роста больших кристаллов кремния ме-
тодом Чохральского в рамках стационарной осесимметричной модели, в ко-
торой пренебрегается эффектом Марангони, вращением тигля и кристалла, а
фазовая граница считается плоской; в работе [397] при моделировании роста
гадолиниевого граната тем же методом боковая стенка тигля предполагалась
изотермической, а нижняя - теплоизолированной.
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